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ISIAN SINGKAT. 

1. Penyelesaian: 

Misalkan (𝑎, 𝑏) menyatakan muncul mata dadu pertama dan kedua berturut-turut. 

Misal: 𝑆 = {3, 5, 8, 13, 21, 34} → 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 

Pasangan (𝑎, 𝑏) dengan 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑆 yaitu: 

(𝑎, 𝑏) = {(3, 5), (5, 3), (5, 8), (8, 5), (8, 13), (13, 8), (13, 21), (21, 13)} 

Jadi, ada 8 kemungkinan. 

 

2. Penyelesaian: 

Rumus suku ke-𝑛 dari barisan geometri adalah 𝑢𝑛 = 𝑎𝑟
𝑛−1, maka 

𝑢1 +
𝑢2
𝑢1
= 𝑎 + 𝑟 = 149 ⟺ 𝑎 = 149 − 𝑟 dan 

𝑎𝑟 + 𝑎𝑟3 + 𝑎𝑟5 + 𝑎𝑟7 +⋯⏟                  
deret geometri tak hingga,

suku pertama 𝑎𝑟,   rasio 𝑟2

= 31 ⟺
𝑎𝑟

1 − 𝑟2
= 31 ⟺

(149 − 𝑟)𝑟

1 − 𝑟2
= 31

⟺ 30𝑟2 + 149𝑟 − 31 = 0 

Selanjutnya difaktorkan menjadi (5𝑟 − 1)(6𝑟 + 31) = 0. Agar hasilnya konvergen 

maka |𝑟| ≤ 1, sehingga diperoleh 𝑟 =
1

5
 dan 𝑎 =

744

5
. Jadi,  

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 +⋯ =
𝑎

1 − 𝑟
=

744
5

1 −
1
5

=
744

4
= 186 

Jadi, hasilnya adalah 186. 

 

3. Penyelesaian: 

Perhatikan gambar berikut. 

 



 

 

Karena 𝑃𝐵 = 𝑃𝑄 = 𝑃𝑅 maka ada lingkaran yang melalui titik 𝐵, 𝑄, 𝑅 dan berpusat di 

𝑃 seperti pada gambar. Karena 𝐴𝑅𝑃𝐶 segiempat talibusur, maka ∠𝐴𝐶𝑅 = ∠𝐴𝑃𝑅 =

54𝑜 (sebab menghadap busur 𝐴𝑅). 

Misal ∠𝑄𝐶𝑅 = ∠𝑄𝑅𝐶 = 𝑥, maka ∠𝑃𝑅𝑄 = ∠𝑃𝑄𝑅 = 2𝑥, ∠𝐵𝑃𝑅 = 4𝑥 dan ∠𝑃𝐵𝑅 =

∠𝑃𝑅𝐵 = 90𝑜 − 2𝑥. 

∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑅𝐴𝐶 = 180𝑜 − ∠𝑅𝑃𝐶 = 180𝑜 − ∠𝑅𝑃𝑄 = 4𝑥. Jumlah sudut pada segitiga 

𝐴𝐵𝐶 = 180𝑜, maka 90𝑜 − 2𝑥 + 54𝑜 + 𝑥 + 4𝑥 = 180𝑜, diperoleh 𝑥 = 12𝑜 dan 

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝑃𝑅𝐵 = 90𝑜 − 24𝑜 = 66𝑜. 

Jadi, besar ∠𝐴𝐵𝐶 = 66𝑜. 

 

4. Penyelesaian: 

WLOG, 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐, maka 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 4𝑑 ⟺ 1+ 2𝑏−𝑎 + 2𝑐−𝑎 = 22𝑑−𝑐 

Agar 𝑑 maksimum maka 2𝑑 > 𝑐, sehingga LHS harus genap, akibatnya 𝑏 − 𝑎 = 0, 

diperoleh 

2 + 2𝑐−𝑎 = 22𝑑−𝑐 ⟺ 1+ 2𝑐−𝑎−1 = 22𝑑−𝑐−1 

Agar 𝑑 maksimum maka 2𝑑 > 𝑐 + 1, sehingga LHS harus genap, akibatnya 𝑐 − 𝑎 −

1 = 0, diperoleh 𝑏 = 𝑎 dan 𝑐 = 𝑎 + 1, sehingga persamaan menjadi 

2𝑎 + 2𝑎 + 2𝑎+1 = 22𝑑 ⟺ 2𝑎+2 = 22𝑑 , diperoleh 𝑑 =
𝑎 + 2

2
 

Diketahui 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ≤ 500, maka 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 1 +
𝑎+2

2
≤ 500, diperoleh 𝑎 ≤

142. 

Jadi, 𝑑 maksimum adalah 
144

2
= 72. 

 

5. Penyelesaian: 

Nilai 𝑓(𝑥), untuk 𝑥 = 1, 2, 3, 4, 5 berpola 𝑥2 + 3. Misalkan 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝑥2 + 3), 

maka 1, 2, 3, 4, 5 akar-akar dari 𝑔(𝑥) = 0. Karena 𝑓 monik maka 𝑔(𝑥) =

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 4)(𝑥 − 5). 

𝑓(6) − (62 + 3) = 𝑔(6) = 5! = 120 ⟺ 𝑓(6) = 120 + 39 = 159 

Jadi, nilai dari 𝑓(6) adalah 159. 

 

6. Penyelesaian: 

Misalkan 𝑓(𝑛) adalah banyak bilangan 𝑛 digit yang memenuhi soal, 𝑔𝑛 adalah 

banyaknya 𝑛 digit yang memenuhi soal dan diakhiri dengan dua digit yang sama, 

sedangkan ℎ𝑛 adalah banyaknya 𝑛 digit yang memenuhi soal dan diakhiri dengan dua 

digit yang berbeda. 

Maka 𝑔𝑛 = 𝑓𝑛−1 dan ℎ𝑛 = 𝑔𝑛−1 = 𝑓𝑛−2. Sehingga, 

𝑓𝑛 = 𝑔𝑛 + ℎ𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2, dengan 𝑓2 = 4, 𝑓3 = 6. 

Sehingga, diperoleh 𝑓8 = 68 



 

 

7. Penyelesaian: 

Perhatikan gambar berikut. 

 
𝐴𝑄 ∶ 𝐶𝑄 = 5 ∶ 3 → 𝐴𝑄 = 5𝑚, 𝐶𝑄 = 3𝑚  

𝐵𝑅 ∶ 𝐷𝑅 = 7 ∶ 2 → 𝐵𝑅 = 7𝑛, 𝐷𝑅 = 2𝑛  

[𝐴𝐵𝐶𝐷] = 288 → 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 = 576  

→ 8𝑚 ⋅ 9𝑛 = 576 → 𝑚 ⋅ 𝑛 = 8… (i)  

 

Misal: 𝑃𝑄 = 𝑥 dan 𝑃𝑅 = 𝑦 → 𝐴𝑇 = 5𝑚 − 𝑦 dan 𝐵𝑇 = 7𝑛 − 𝑥 

[𝐴𝐵𝑃] = [𝐴𝐵𝑇] + [𝐴𝑇𝑃] + [𝐵𝑇𝑃]  

=
1

2
⋅ (5𝑚 − 𝑦) ⋅ (7𝑛 − 𝑥) +

1

2
(5𝑚 − 𝑦)𝑥 +

1

2
(7𝑛 − 𝑥) ⋅ 𝑦  

=
1

2
[35𝑚𝑛 − 𝑥𝑦] =

35

2
𝑚𝑛 −

1

2
𝑥𝑦  

[𝐶𝑂𝑃] = [𝐶𝐷𝑇] − [𝑃𝑅𝑄𝑇] − [𝐶𝑃𝑄] − [𝑃𝐷𝑅]  

=
1

2
(3𝑚 + 𝑦) ⋅ (2𝑛 + 𝑘) − 𝑥𝑦 −

1

2
(3𝑚𝑥) −

1

2
(2𝑛𝑦)  

=
6

2
𝑚𝑛 −

1

2
𝑥𝑦  

Selisih Luas = [𝐴𝐵𝑃] − [𝐶𝐷𝑃] = (
35

2
𝑚𝑛 −

1

2
𝑥𝑦) − (

6

2
𝑚𝑛 −

1

2
𝑥𝑦) 

         =
29

2
𝑚𝑛 =

29

2
(8) = 116  

Jadi, Selisihnya adalah 116. 

 

8. Penyelesaian: 

Untuk persoalan ini kita bagi 2 kasus berdasarkan mod 19, yaitu: 

• Kasus 1: 

Jika 𝑎 ≡ 0 (mod 19), maka 𝑏3 ≡ 0 (mod 192), akibatnya 𝑏 ≡ 0 (mod 19). Karena 1 ≤

 𝑎, 𝑏 ≤ 192, maka ada 192 = 361 pasangan (𝑎, 𝑏) sehingga 19|𝑎4 + 𝑏3. 

• Kasus 2: 

Jika 19 ∤ 𝑎, maka 19 ∤ 𝑏, berdasarkan FLT, maka 𝑎18 ≡ 𝑏18 ≡ 1 (mod 19). 

Ada 
18

FPB(18,4)
= 9 nilai berbeda 𝑎4 (mod 19) dan 

18

FPB(18,3)
= 6 nilai berbeda 𝑏3 (mod 

19). Banyaknya residu tak nol yang termasuk 𝑎4 dan −𝑏3 = FPB(9, 6) = 3. 



 

 

Jika 𝑎4 ≡ 𝑡 (mod 19) dan 𝑏3 ≡ −𝑡 (mod 19), maka ada 2 solusi 𝑎 (sebab FPB(18, 4) = 

2 ) dan 3 solusi 𝑏 (sebab FPB(18, 3) = 3). Jadi, total ada 3 × 2 × 3 = 18 pasangan 

(𝑎, 𝑏) sehingga 19|𝑎4 + 𝑏3. Misalkan (𝑎, 𝑏) solusi dari 19|𝑎4 + 𝑏3 dan 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤

192, maka dapat ditulis 𝑎 ≡ 𝑘 + 19𝑥, 𝑏 ≡ 𝑚 + 19𝑦, dan 𝑘4 +𝑚3 = 19𝑝 dengan 

𝑘, 𝑥,𝑚, 𝑦, 𝑝 bilangan asli 0 ≤ 𝑥, 𝑦 < 18 dan akibatnya  

𝑎4 + 𝑏3 ≡ 19𝑝 + (4𝑘3𝑥 + 3𝑚3𝑦)19 ≡ 0 (mod 192) 

Ini mengakibatkan 𝑝 + 4𝑘3𝑥 + 3𝑚3𝑦 ≡ 0 (mod 19) ⇔ 𝑦 ≡ −(𝑝 + 4𝑘3𝑥)(3𝑚3)−1 

(mod 19). Setiap 𝑥 tepat satu solusi 𝑦, sehingga ada 18 pasangan (𝑥, 𝑦) yang memenuhi. 

Jadi, untuk kasus ini ada 18 × 19 = 342 pasangan (𝑎, 𝑏) sehingga 19|𝑎4 + 𝑏3. 

Berdasarkan 2 kasus di atas, total ada 361 + 342 = 703 pasangan (𝑎, 𝑏) yang memenuhi 

19|𝑎4 + 𝑏3. 

 

ESAI 

1. Penyelesaian: 

Misalkan 𝑛 bilangan bulat berurutan tersebut adalah 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, 𝑘 + 3, … , 𝑘 + 𝑛, 

maka 

𝑘𝑛 + 1 + 2 +⋯+ 𝑘 = 2025 

𝑘𝑛 +
𝑛(𝑛 + 1)

2
= 2025 

𝑛(2𝑘 + 𝑛 + 1) = 4050 

Jelas bahwa 𝑛 haruslah factor positif dari 4050. Jika 𝑛 genap maka 2𝑘 + 𝑛 + 1 ganjil 

dan sebaliknya. Karena 4050 hanya dapat dinyatakan sebagai perkalian genap dan 

ganjil, maka semua factor positif dari 4050 selain 1 pasti memenuhi nilai dari 𝑛 dan 𝑘 

pasti suatu bilangan bulat. 

Karena 40450 = 21 × 34 × 52, maka banyaknya 𝑛 yang mungkin adalah (1 + 1)(4 + 

1)(2 + 1) – 1 = 29. 

 

2. Penyelesaian: 

a) Misalkan 𝑡 = 𝑎 + 𝑏. Karena 𝑎, 𝑏 bilangan real positif, maka 𝑡 ≥ 0 dan 

(𝑎 − 𝑏)2 ≥ 0 ⇔ (𝑎 − 𝑏)2 + 4𝑎𝑏 ≥ 4𝑎𝑏 ⇔ (𝑎 + 𝑏)2 ≥ 4𝑎𝑏 ⇔
𝑡2

4
≥ 𝑎𝑏 

Diketahui 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎, maka 𝑎𝑏 = 𝑡 + 𝑐(1 − 𝑡). 

Andaikan 𝑡 ≤ 1, karena 𝑐 > 0, maka 𝑎𝑏 = 𝑡 + 𝑐(1 − 𝑡) ≥ 𝑡 dan 
𝑡

4
−
𝑡2

4
=
𝑡(1−𝑡)

4
≥

0, akibatnya  

𝑡

4
≥
𝑡2

4
≥ 𝑎𝑏 ≥ 𝑡 (karena 𝑡 ≥ 0,maka kontradiksi) 



 

 

Sehingga haruslah 𝑡 = 𝑎 + 𝑏 > 1. Dengan cara yang sama, maka 𝑏 + 𝑐 > 1 dan 

𝑐 + 𝑎 > 1. Jadi, terbukti min{𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐, 𝑐 + 𝑎} > 1. (Q.E.D) 

b) Ada. Ambil 𝑎 = 𝑏 = 𝑘 dengan 
1

2
< 𝑘 < 1, maka 𝑘 + 𝑘 + 𝑐 = 𝑘2 + 𝑘𝑐 + 𝑐𝑘, 

diperoleh 𝑐 =
2𝑘−𝑘2

2𝑘−1
> 0. Perhatikan bahwa 3𝑘 − 3𝑘2 = 3𝑘(1 − 𝑘) > 0 ⇔ 𝑘2 +

𝑘 > 4𝑘2 − 2𝑘 = 2𝑘(2𝑘 − 1). 

Karena 2𝑘 − 1 > 0, maka 
𝑘2+𝑘

2𝑘−1
> 2𝑘. Akibatnya, 𝑘 + 𝑐 = 𝑘 +

2𝑘−𝑘2

2𝑘−1
=
𝑘2+𝑘

2𝑘−1
>

2𝑘, sehingga min{𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐, 𝑐 + 𝑎} = min{2𝑘, 𝑘 + 𝑐, 𝑐 + 𝑘} = 2𝑘. Pilih 𝑘 =
1+𝑝

2
, dengan 𝑝 ∈ (0,

1

2025
), maka min{𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐, 𝑐 + 𝑎} = 1 + 𝑝 < 1 +

1

2025
 

(Q.E.D). 

 

3. Penyelesaian: 

a) Misalkan 𝑄 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐽. Karena 𝐽 titik pusat lingkaran singgung luar dari segitiga 

𝐴𝐵𝐶 yang menyinggung sisi 𝐶𝐴 (bukan perpanjangan sisi 𝐶𝐴), maka 𝐽𝐵 garis bagi 

dalam ∠𝐴𝐵𝐶 dan 𝐽𝐴 garis bagi luar ∠𝐵𝐴𝐶. Akibatnya, 
𝑄𝐽

𝐽𝐵
=
𝑄𝐴

𝐴𝐵
. Karena 𝐼 pusat 

lingkaran dalam, maka 𝐴𝐼 garis bagi dalam ∠𝐵𝐴𝐶 dan 𝐼𝐵 bagi dalam ∠𝐴𝐵𝐶, 

akibatnya, 
𝐴𝐵

𝑄𝐴
=
𝐵𝐼

𝐼𝑄
 dan 𝐵, 𝐼, 𝐽 kolinier. 

Akan dibuktikan 𝐼𝐹 sejajar 𝐴𝐵. Dengan kata lain, akan dibuktikan 
𝐴𝐹

𝐹𝑄
=
𝐵𝐼

𝐼𝑄
. 

Perhatikan gambar berikut! 

 
Bukti: 

Dengan menelause Δ𝐵𝐴𝑄, tranv 𝐷, 𝐹, 𝐽, maka 

𝐵𝐷

𝐷𝐴
⋅
𝐴𝐹

𝐹𝑄
⋅
𝑄𝐽

𝐽𝐵
= 1 

1

1
⋅
𝐴𝐹

𝐹𝑄
⋅
𝑄𝐴

𝐴𝐵
= 1 



 

 

𝐴𝐹

𝐹𝑄
=
𝑄𝐴

𝐴𝐵
 

𝐴𝐹

𝐹𝑄
=
𝐵𝐼

𝐼𝑄
 

(Q. E. D) 

b) Misalkan 𝐹𝐼 ∩ 𝐵𝐶 = 𝐾, 𝐸𝑃 ∩ 𝐴𝐶 = 𝐿 dan 𝐴𝑃 ∩ 𝐹𝐸 = 𝑆. Akan dibuktikan 𝐴𝑃, 𝐵𝐽 

dan 𝐸𝐹 konkuren. Dengan kata lain akan dibuktikan 𝐵𝐽 melalui 𝑆. Dari poin (a), 

karena 𝐵, 𝐼, 𝐽 kolinier, maka dengan invers menelause, cukup dibuktikan bahwa 
𝐸𝑆

𝑆𝐹
⋅

𝐹𝐼

𝐼𝐾
⋅
𝐾𝐵

𝐵𝐸
= 1. Perhatikan gambar berikut! 

 
Bukti: 

Dari poin(a) sudah ditentukan bahwa 𝐹𝐼 sejajar 𝐴𝐵. Karena 𝐴𝐵 sejajar 𝑃𝐸, maka 

𝑃𝐾 sejajar 𝐿𝐸. Akibatnya, 

𝐿𝑃

𝑃𝐸
=
𝐹𝐼

𝐼𝐾
  dan  

𝐹𝐴

𝐴𝐿
=
𝐾𝐵

𝐵𝐸
 

Dengan menelause maka Δ𝐿𝐸𝐹, tranv 𝐴, 𝑆, 𝑃 

𝐿𝑃

𝑃𝐸
⋅
𝐸𝑆

𝑆𝐹
⋅
𝐹𝐴

𝐴𝐿
= 1 

𝐹𝐼

𝐼𝐾
⋅
𝐸𝑆

𝑆𝐹
⋅
𝐾𝐵

𝐵𝐸
= 1 

(Q. E. D) 

 

4. Penyelesaian: 

Misalkan 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃10 adalah titik latis di dalam segitiga. Tinjau koordinat titik latis 

dalam modulo 3. 

(𝑥, 𝑦) → (𝑥 mod 3, 𝑦 mod 3) 

maka ada 32 = 9 kemungkinan berbeda. 



 

 

Jika ada 10 titik maka menurut PHP ada 2 titik berbeda, WLOG, misalkan 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 

dan 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) sehingga 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod 3) dan 𝑦1 ≡ 𝑦2 (mod 3). 

Perhatikan bahwa 2𝑥1 + 𝑥2 ≡ 2𝑦1 + 𝑦2 ≡ 𝑥1 + 2𝑥2 ≡ 𝑦1 + 2𝑦2 ≡ 0 (mod 3), 

akibatnya jika kita ambil 2 titik pada garis 𝑃1𝑃2 dan keduanya berada diantara 𝑃1 dan 

𝑃2 dengan rasio 1 : 2 dan 2 : 1, maka kedua titik ini merupakan titik latis. Karena 𝑃1 

dan 𝑃2 berada di dalam segitiga maka kedua titik yang kita ambil tersebut juga terletak 

di dalam segitiga. 

Jadi, ada 4 titik di dalam segitiga yang segaris, yaitu 𝑃1,
2𝑃1+𝑃2

3
,
𝑃1+2𝑃2

3
 dan 𝑃2. (Q. E. 

D). 


