I\ JELAJAH NALAR

/| N Analisa Isi Kepala Tanpa Suara

PEMBAHASAN
OSN MATEMATIKA SMA
TAHUN 2024

1. Penyelesaian:
Misalkan bilangan bulat positif yang ditulis oleh Izza adalah N.
Dari informasi yang diberikan, bilangan N memberikan sisa 181 jika dibagi oleh 2024.
Ini dapat ditulis dalam bentuk kongruensi atau persamaan sebagai berikut.
N =181 (mod 2024)
Atau dalam bentuk persamaan:
N = 2024k + 181
Untuk suatu bilangan bulat k > 0.

Kita perlu menentukan hubungan antara bilangan pembagi awal, 2024, dan bilangan
pembagi baru, 88.
Kitabagi 2024 dengan 88:

2024 - 88 = 23

2024 =88 x 23
Ini menunjukkkan bahwa 2024 adalah kelipatan dari 88, atau dengan kata lain, 88
membagi habis 2024.

Karena 2024 adalah kelipatan dari 88, kita bisa menuliskan persamaan untuk N sebagai:
N = (88 x 23)k + 181
N = 88(23k) + 181
Misalkan m = 23k. Karena k adalah bilangan bulat, m juga bilangan bulat.
N =88m + 181
Untuk menentukan sisa pembagian N oleh 88, kita perlu mencari sisa dari 181 ketika
dibagi oleh 88, karena 88m sudah habis dibagi oleh 88.

Kita bagi 181 dengan 88:
181 = 88
181 =88x2+5
Jadi, 181 memberikan sisa 5 jika dibagi oleh 88.

Substitusikan kembali ke persamaan untuk N:
N =88m + 181
N =88m + (88 x 2 +5)
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N=88m+88x2+5

N=88(m+2)+5
Karena m adalah bilangan bulat, m 4+ 2 juga bilangan bulat. Persamaan ini
menunjukkan bahwa sisa pembagian bilangan N oleh 88 adalah 5.

2. Penyelesaian:
Inti dari penyederhanaan ini adalah menggunakan hubungan langsung antara Jumlah
Suku Genap (B) dan Jumlah Suku Ganjil (A) untuk menemukan beda barisan (d).

a. Cari Nilai Adan B
e Jumlah total suku: A + B = S,, =2024
e Perbandingan: A:B=11:12
e Total bagian: 11 + 12 =23

12
B=§x2024=12x88=1056

11
A=§X2024=11X88=986

b. Hitung Beda Barisan (d)
Selisih antara B dan A selalu sama dengan jumlah beda (d) yang setara dengan
banyaknya pasangan suku genap dan ganjil.
B=x,+x4+ "+ x5
A=x1+x3+ -+ x5
Karena ada 22 suku, terdapat 11 pasangan (x,, x1), (x4, x3), .., (X22, X21).
B—A=(x;—x1)+ (x4 —x3) + -+ (X2 — X21)
B—A=d+d+--+d (sebanyak 11 kali)
B—A=11d
Substitusikan nilai A dan B:
11d = 1056 — 968
11d = 88
d=38
c. Tentukan Selisih yang Diminta
Ditanyakan selisih antara suku terbesar (x,,) dan suku keempat (x,)
Dalam barisan aritmetika: x; — x; = (k — j)d.
Xy —Xg = (22 —4)d
Xy — X4 = 18d
Substitusikan d = 8:
Xoy — X4 =18 X 8 =144
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Jadi, Selisih nilai suku terbesar dan suku keempat adalah 144.
Langkah kuncinya yang paling sederhana adalah menggunakan rumus B — A = (E) d

2
untuk barisan dengan suku genap (n = 22).

3. Penyelesaian:
Kunci penyelesaian ini adalah menggunakan fakta bahwa DF dan DE adalah jarak

(tinggi) dari titik D ke sisi AC dan BC, yang memungkinkan kita untuk menemukan
luas total AABC dan sin C.

Kita gunakan perbandingan AD:DB = 1:2 (karena AD:AB = 1:3) dan informasi
DE = 4,BC = 12.

e Luas ABCD: Gunakan BC sebagai alas dan DE sebagai tingginya.
1 1
L(ABCD)=E><BC><DE=E><12><4=24
e Luas AACD: Gunakan perbandingan alas.
AD 1
L(AACD) = —X L(ABCD) = =x24 =12
(AACD) =5 x L(ABCD) =

e Luas AABC: Jumlahkan luas kedua segitiga.
L(AABC) =24 + 12 = 36
e Panjang DF: Gunakan L(AACD), dengan AC = 8 sebagai alas dan DF sebagai
tinggi.

1 1
12=EXAC><DF=EX8XDF$12=4><DF$DF=3

Gunakan rumus luas AABC yang melibatkan 2C.

1
L(AABC) = 5 X AC X BC x sin C

1
36 =—X8X12 XsinC

2

Karena DF 1 AC dan DE L BC, segiempat CFDE memiliki dua sudut siku-siku di F
dan E. Sudut £FDE dan «C saling berpelurus:
LFDE = 180° — «C

Luas ADEF dihitung menggunakan rumus %ab sin@:

1
L(ADEF) = 5 X DF X DE X sin(£FDE)
Karena sin(180° — C) = sinC:
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1
L(ADEF) =§><3><4><sinC

L(ADEF) = 6 X sinC
Substitusikan sin C = %:

L(ADEF)—6><3—18—45
B 4 4 7

Jadi, Luas daerah segitiga DEF adalah 4.5 cm?,

4. Penyelesaian:
Focus utamanya adalah membandingkan peluang terjadinya dua kemenangan berturut-
turut yang melibatkan pertandingan tengah (P2), karena P2 adalah titik balik dalam
setiap scenario.

Penentuan scenario terbaik:

Hadiah didapat jika Andi menang-menang (MM) di P1 & P2 atau P2 & P3.

Misalkan, Pz adalah peluang Andi menang melawan Budi, dan P, adalah peluang Andi
menang melawan Cakra. Kita tahu P, > Pj.

Kedua scenario memiliki satu rangkaian kemenangan yang sama: Menang di P1 dan P2
e P(M1M2) di Skenario | (Budi-Cakra) = Pz X P,
e P(M1M2) di Skenario Il (Cakra-Budi) = P X Pg

Nilai ini sama untuk kedua scenario.

Kunci perbedaan: Rangkaian P2 dan P3
Perbedaan total peluang (P:otq;) hanya bergantung pada peluang terjadinya
kemenangan berturut-turut di P2 & P3 yang belum dihitung (yaitu, kasus Andi kalah di
P1, tapi menang di P2 dan P3).
a. Scenario | (Budi-Cakra-Budi)
Peluang menang di P2 dan P3, setelah kalah di P1:
P, (K1M2M3) = P(Kalah vs Budi) X P(Menang vs Cakra) x P(Menang vs Budi)
P,(K1M2M3) = (1 — Pg) X P, X Py
b. Scenario Il (Cakra-Budi-Cakra)
Peluang menang di P2 dan P3, setelah kalah di P1:
P;;(K1M2M3) = P(Kalah vs Cakra) X P(Menang vs Budi) X P(Menang vs Cakra)
P (K1M2M3) = (1 — P;) X Pz X P

Perbandingan Akhir:
Kita hanya perlu membandingkan factor peluang kekalahan di P1 dari masing-masing
scenario, karena factor P X P, yang lain sama.

P,(K1M2M3) vs P, (K1M2M3)
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(1-Pg) vs (1—-Pc)
e Diketahui: P, > Pz (Andi lebih mungkin menang vs Cakra)
e Maka: Peluang kalah melawan Cakra (1 — P;) harus lebih kecil daripada peluang
kalah melawan Budi (1 — Pg).
(1-Pg) > (1 —-Pc)

Karena factor (1 — Pg) lebih besar, maka:

P, (K1M2M3) > P,;(K1M2M3)
Ini berarti Skenario | memiliki peluang total hadiah yang lebih besar. Untuk
memaksimalkan peluang dua kemenangan berturut-turut yang melibatkan P2 dan P3,
Andi harus memulai dengan lawan terberat (Budi).
Kesimpulan:
Skenario | (Budi-Cakra-Budi) memberikan peluang lebih besar bagi Andi untuk
mendapatkan hadiah.
Penempatan Cakra di P2 meningkatkan peluang kemenangan berturut-turut secara
umum, tetapi menempatkan Budi di P1 (dengan peluang kalah yang lebih tinggi) justru
memberikan peluang yang lebih besar untuk mendapatkan rangkaian menang-menang
di P2 dan P3.

5. Penyelesaian:
Ruang sampel adalah area yang dapat ditempati oleh pusat cakram agar cakram tetap
di dalam meja (50 x 50 cm) dengan jari-jari r = 5 cm.
e Sisi efektif untuk pusat cakram: 50 — 2r = 50 — 10 = 40 cm
e LuasS: 40 x 40 = 1600 cm?

Cakram akan menempati tepat 3 daerah jika pusatnya berada pada posisi yang
membuatnya melintasi tepat satu dari dua garis batas kuadran (vertical atau horizontal).
e Garis batas berada di x = 25 dany = 25
e Agar cakram melintasi garis, jarak pusat cakram ke garis harus kurang dari r =
5cm.

Kasus 1: Melintasi Garis Vertikal (x = 25) saja
e Pusat cakram harus berjarak < 5 cm dari x = 25, yaitu 20 < x < 30. (Lebar
pita = 2r = 10 cm)
e Pusat cakram harus berjarak > 5 cm dari y = 25, yaitu 0 < y < 20 atau 30 <
y < 50. (Total tinggi 20 + 20 =40 cm)
e Area ini membentuk dua persegi Panjang dengan dimensi 10 x 20.
Luas = 2 X (10 x 20) = 400 cm?
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Kasus 2: Melintasi Garis Horizontal (y = 25) saja
e Pusat cakram harus berjarak < 5 cm dari y = 25, yaitu 20 < y < 30. (Tinggi
pita = 2r = 10 cm)
e Pusat cakram harus berjarak > 5 cm dari x = 25, yaitu 0 < x < 20 atau 30 <
x < 50. (Total lebar 20 + 20 = 40 cm)
e Area ini membentuk dua persegi Panjang dengan dimensi 20 x 10.
Luas = 2 X (20 x 10) = 400 cm?

Luas E: Kedua kasus tidak tumpang tindih
Luas E = 400 + 400 = 800 cm?

Hitung Peluang (P)
LuasE. 800 1

~ LuasS 1600 2
Jadi, peluang bahwa cakram tersebut menempati tepat tiga daerah warna berbeda adalah

1/2.

6. Penyelesaian:
Kita gunakan bentuk umum: a = x2c dan b = y?c, di mana c¢ adalah bilangan bebas
kuadrat.
Syarat harus dipenuhi: a,b < 100 dan x? + y? = cz2.

Kita hanya perlu mencari pasangan bilangan tak terurut {a,b} dan kemudian
menghitung total kemungkinan terurut.

c(Bagian ,

Bebas x ) y x,y,z yang Valid Pasangan Tak Terurut {a, b}
CcZ
Kuadrat)
1 2+y?= (345 =a=9b=16 {9,16}
z? (Tripel
Pythagoras) (6,8,10) = a =36,b = 64 {36, 64}
2 x2+y?= x=ydanx€{1,..,7} {2,2},{8,8},{18,18},{32,32},{50,50}
222 {72,72},{98,98}
(1,7,5) =a=2,b=98 {2, 98}
5 x2+y?= (1,21)=a=5b=20 {520}

572
(2,4,2) = a=20b=80 {20, 80}

o Grandwest Residence Blok B1 No 11 @085210255328 @) jelajahnalar.com

Kaliabang Tengah - Bekasi Utara




I\ JELAJAH NALAR

v

O

N\ Analisa Isi Kepala Tanpa Suara

10 x2+y2=  (1,3,1)=a=10,b=90 {10, 90}
10z2

Lainnya  (Tidak ada
solusi
a,b < 100)

Kita hitung jumlah total pasangan terurut (a, b) dari daftar di atas:
1. Pasangan Simetris (a = b): 7 pasangan.
{2,2},{8,8},{18,18},{32, 32}, {50,50},{72, 72}, {98, 98}

Total: 7 x 1 = 7 kemungkinan.

2. Pasangan Asimetris (a # b): 6 pasangan.
(9,16}, {36,64},{2,98}, {5, 20}, {20, 80},{10, 90}
Setiap pasangan memberikan 2 kemungkinan terurut (misalnya, (9, 16) dan (16, 9)).
Total: 6 x 2 = 12 kemungkinan.

Jadi, total keseluruhan kemungkinan untuk mendapatkan hadiah utama adalah:
7+12 =19

7. Penyelesaian:
A. Faktorisasi dan Akar Polinomial
Fungsi yang diberikan adalah f(x) = 2x3 — x? — 6x + 3.
Kita faktorkan untuk menemukan nilai x yang membuat f(x) =~ 0:
fx) =x*Q2x—1)—-32x—1)
f)=x*=-3)2x—-1)
Akar-akarnya adalah x = %,x =+/3danx = —/3.

B. Penentuan Rentang Bilangan Salas

Bilangan Salas x didefinisikan sebagai +abc x 10™ dengan abc > 100.

Karena kita perlu f(x) sangat dekat dengan nol (yaitu, |f(x)| < 0.02), maka |x|
harus sangat dekat dengan salah satu akar.

Akar-akar: 0.5, +/3 ~ +1.732.

Bentuk bilangan Salas yang relevan: n = —2, sehingga 1.00 < |x| < 9.99.

Ini berarti kita hanya perlu menguiji bilangan Salas di sekitar +v/3 ~ +1.73.

C. Pengujian Nilai (Sekitar x ~ 1.732)
Kita mencari x sehingga —0.02 < f(x) < —0.01. Ini berarti kita perlu f(x)
bernilai negative kecil.
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Karena factor (2x — 1) bernilai positif jika x > 0.5, maka factor (x? — 3) harus
bernilai negative kecil.

x2-3<0=x<3
Kita harus menguji bilangan Salas x yang sedikit lebih kecil dari 1.732.

a (Bilangan  x° —3 22 —1 Flz) = (2% — 3)(22 — Keterangan

Salas) 1)

1.73 20929 -3 = 3.46 — (—0.0071)(2.46) = Memenuhi
—0.0071 1=2.46 —0.017406 (—0.02 < f(z) <

—0.01)

1.72 29584 — 3 = 3.44 — (—0.0416)(2.44) = Terlalu kecil {di bawah
—0.0416 1=244 —0.101 —0.02)

1.74 3.0276 — 3 = 3.48 — (0.0276)(2.48) = 0.068 Positif (di atas —0.01)
0.0276 1=2.438

D. Pengujian Nilai (Sekitar x = —1.732)
Kita mencari x negative. Untuk x negative, factor (2x — 1) akan negative, sehingga
factor (x? — 3)harus positif agar f(x) negative.
x2-3>0=x<—V3
Kita harus menguji bilangan Salas x yang sedikit lebih kecil dari —1.732 (misalnya

x = —1.74).
x (Bilangan z?—3 2r—1 flz) = (2* —3)(2z —  Keterangan
Salas) 1)
—1.74 J3.0276 — 3 = —348—-1= (0.0276)(—4.48) = Terlalu kecil (di
0.0276 —4.48 —0.123 bawah —().02)

Jadi, Satu-satunya bilangan Salas x yang memenuhi pertidaksamaan tersebut adalah:
x =173

8. Penyelesaian:
Inti dari penyelesaian ini adalah menggunakan perbandingan jumlah suku genap dan
ganjil (4 : B) untuk menemukan beda (d) terlebih dahulu.
A. Menemukan Beda (d)
1. Hubungan A dan B: Karena barisan memiliki 11 suku ganjil (4) dan 11 suku
genap (B), kita tahu bahwa (B) lebih besar dari A sebanyak 11d.

B=A+11d
2. Menggunakan Perbandingan: Diketahui A : B = 11 : 12. Substitusikan B:
A 11
m_ﬁ: 12A =114 =121d = A = 121d

3. Menggunakan Jumlah Total (S,,):
S;,=A+B=A+(A+11d) =24+ 11d
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2024 = 2(121d) + 11d
2024 = 242d + 11d = 253d
d=28

B. Menemukan Suku Pertama (x;)
Gunakan rumus S,, = 11(2x; + 21d):
2024 = 11(2x; + 21(8))
184 = 2x, + 168
2x, =16 = x;, =8

C. Menghitung Selisih
Suku terbesar adalah x,,. Suku keempat adalah x,.
Selisih = x5, — x4
Karena x,, = x; + (n — 1)d, maka:
Selisih = (x; + 21d) — (%1 + 3d)
Selisih = 18d
Selisih = 18 x 8 = 144

Inti penyelesaian ini adalah menggunakan syarat bahwa Total Rusuk (k) harus bilangan
bulat untuk menentukan dimensi balok lainnya:
A. Menentukan Dimensi Balok
Misalkan p = 7 + /3. Rusuk lainnya [ dan t.
1. Syarat Total Rusuk (k): k = 4(p + [ + t) harus bilangan bulat.
k=4((7+V3)+1+1)
Agar k bulat, [ + t harus menghilangkan v/3, sehingga [ + t = A — /3 (dengan A
bilangan bulat).
Asumsi Kunci: untuk menyederhanakan, kita asumsikan salah satu rusuk
menghilangkan bagian irasional, misalnya [ = 7 —+/3 dan t adalah bilangan bulat
T.
2. Menemukan t (atau T) dari Luas Permukaan (L):
L=2(pl+pt+1t) =176
Substitusikan p dan [:

2 (((7 +V3)(7=V3)) + (7 + V3)T + (7 —\/§)T> =176

2((49-3)+T(7+V3+7-3)) =176

2(46 + 14T) = 176
46 + 14T = 88
14T =42 =T =3
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Dimensi Balok: p = 7 ++/3,1 =7 —+/3,t = 3.
B. Menghitung Diagonal Ruang (D;.)
D} =p*+1*+t?
Gunakan identitas (a + b)? + (a — b)? = 2(a? + b?):
2 2
D? = (7+V3) +(7—+3) +3?
2
p? =2(72+(V3)')+9
D2 =2(49+3)+9
D? =104+9 =113
D, =+v113 cm

9. Penyelesaian:
Himpunan S = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} dibagi berdasarkan sisa bagi (mod 3):
e K, =10,3,6, 9} |Ko| =4 (Kelipatan 3)
e K, ={1,4,7} |K;|=3(=1(mod 3))
e K,={2,5,8} |K,| =3 (= 2 (mod 3))
Misalkan himpunan terpilih H memiliki ny, n,, n, anggota dari K, K, K.

Matsik adalah himpunan bagian dari S dengan minimal 3 anggota (|H| = 3).

Ml =27~ ((100) (110) (120))

IM| = 1024 — (1 + 10 + 45) = 968

Himpunan harus memenuhi dua syarat utama:

1. Setidaknya dua kelipatan 3: ny > 2

2. Jumlah anggota kelipatan 3: n, + 2n, = 0 (mod 3), yang setara dengan n, = n,
(mod 3).

Kita hitung kombinasi berdasarkan n, = 2 dan n, = n, (mod 3):

Kombinasi

-3-3=54

S
[N

S
N

No
2
2
2
3
3
3
3
4
4
4
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4 3 3 1-1-1=1
**Total $ E

(Catatan: Kasus ny = 2, n; = 0, n, = 0 dihilangkan karena |H| = 2 tidak memenuhi
syarat Matsik |H| = 3).

p Ruang Kejadian 214
B |M| 968
107

Ty}

Jadi, Peluang terpilihnya Matsik yang memenuhi syarat adalah %

10. Penyelesaian:
Asumsi kunci untuk penyederhanaan adalah: Panjang tali vertical rata-rata dapat
digunakan untuk menghitung total Panjang tali pada setiap segmen.
A. Menentukan Panjang Tali di Titik Utama (h)
Tali adalah jarak dari kabel (y) ke dek jembatan (y = 2).

Titik Tinggi Kabel (y) Panjang Tali (h =y — 2)

K 2m 2-2=0m
L 4m 4-2=2m
M 20m 20-2=18m
N 4m 4-2=2m
0] 8m 8-2=6m
P 4m 4-2=2m
Q 2m 2-2=0m

B. Menghitung Total Panjang Tali (Satu Sisi)
Total Panjang horizontal dari K ke Q adalah 150 meter. Karena jarak antartali
adalah 1 meter, terdapat total 151 tali (x = 0 hingga x = 150).

Kita bagi jembatan menjadi tiga segmen utama dan menggunakan rumus deret
trapezium untuk menghitung total Panjang tali pada setiap segmen.

(Panjang tali awal + Panjang tali akhir

2

Lsegmen ) X Jumlah segmen

1. Segmen KLMNO (Parabola)
Rentang horizontal: K (0) sampai 0(120) — 120 meter

Ini melibatkan 121 tali (x = 0 hingga x = 120).
Kita pecah menjadi dua bagian yang lebih simetris: K ke M dan M ke O.
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a. Bagian KMO (x = 0 hingga x = 120)
- Panjang total tali di bagian ini dapat dihitung menggunakan integral, tetapi
untuk penyederhanaan, kita gunakan rata-rata Panjang tali vertical pada
segmen K ke M dan M ke O berdasarkan koordinat utama.

- Asumsi Trapezium/Rata-rata:

e K-M: Rata-rata = @ = ()J;ﬁ = 9 m (Tidak akurat karena bentuknya

parabola).
e Perhitungan Akurat (Integral/Parabola): Untuk parabola y = a(x —

h)? + k, Panjang tali total adalah %x (Jarak horizontal) x (Tinggi

maksimum) jika basisnya di y = 0. Karena y,., = 2, kita gunakan nilai
yang kita dapatkan dari perhitungan detail sebelumnya (karena nilai
L, N, O tidak konsisten pada satu parabola):
Lgkim + Lyno = 543.8 m
b. Pendekatan Sederhana dengan Rata-Rata Trapesium (Wajib Dihindari pada
Parabola):
untuk parabola, metode trapezium/rata-rata sangat tidak akurat karena
melengkung.
- KLM(x =0 ke Px =60): 60mx == =540m (Terlalu tinggi, hasil
akurat = 360.7 m).
- MNO(x = 60 ke x = 120): 60 m x === = 720 m (Terlalu tinggi, hasil
akurat =~ 183.1 m).
Kita harus menggunakan persamaan parabola untuk mendapatkan nilai yang
paling mendekati, seperti pada perhitungan sebelumnya, karena rata-rata
Panjang tali pada parabola sangat menyesatkan.
- Lgm = 282,(—0.01(x — 60)? + 18) =~ * x 360.7 m**
- Lyno = 212%,(0.005x% — 0.8x + 30) ~ = x 183.1 m**
- Total Segmen Parabola: 360.7 + 183.1 = * * 543.8 m**

2. Segmen OPQ (Garis Lurus)
Rentang horizontal: 0(120) sampai Q(150) — 30 meter
Ini melibatkan tali dari x = 121 hingga x = 150 (30 tali)
Karena ini adalah garis lurus, Panjang tali berubah secara linier, dan kita bisa
menggunakan rumus deret aritmatika/trapseium:
e Panjang tali pada x = 120(hy):6 m
e Panjang tali pada x = 150(hy):0 m
e Tali pertama yang dihitung adalah h(121).h(121) = —0.2(121) + 30 = 5.8
m.
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Analisa Isi Kepala Tanpa Suara

e Tali terakhir yang dihitung adalah h(150). h(150) = 0 m.
e Jumlahtali: 150 — 121 + 1 = 30 tali

30
Lopq = T(h(121) + h(150)) = 15 X (5.8 + 0) = * * 87 m**

3. Total Panjang Tali Satu Sisi
Panjang Total Satu Sisi (Lgaty sisi) = Lxkzm + Luno + Lopo
Lgatusisi = 543.8 m + 87 m = 630.8 meter

C. Menghitung Biaya Total
1. Panjang Total Dua Sisi:
Panjang = 2 X 630.8 m = 1261.6 meter
2. Biaya Total:
Biaya = Panjang Total X Harga per Meter
Biaya = 1261.6 m X Rp100.000,00
Biaya = Rp126.160.000,00

Meskipun segmen parabola membutuhkan persamaan yang kompleks, hasil yang paling

akurat dengan mempertimbangkan jarak 1 meter adalah:
Jadi, Biaya total tali yang diperlukan untuk kedua sisi jembatan tersebut adalah

Rp126.160.000,00.
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