
 

 

PEMBAHASAN 

OSK MATEMATIKA SMA 

TAHUN 2024 

 

1. Penyelesaian: 

Perhatikan ilustrasi berikut! 

 
Misal Panjang sisi persegi adalah 𝑥 dan lebar persegi Panjang bagian atas adalah 𝑎. 

Sehingga diperoleh: 

• Keliling persegi Panjang atas adalah 2(𝑥 + 𝑎) = 2𝑥 + 2𝑎 

• Keliling persegi Panjang bawah adalah 2(𝑥 + (𝑥 − 𝑎)) = 4𝑥 − 2𝑎 

Pada soal diperoleh informasi bahwa hasil penjumlahan kedua keliling persegi Panjang 

adalah 60, sehingga: 

 

Jadi, luas persegi tersebut adalah 𝑥2 = 102 = 100. 

 

2. Penyelesaian: 

Perhatikan bahwa ada 6 pilihan untuk berpergian dari kota A dan B dan ada 8 pilihan 

jalan yang dapat digunakan untuk berpergian dari kota B ke kota C. Sehingga banyak 

pilihan jalan dari kota A ke kota C melalui kota B ada sebanyak 6 × 8 = 48 pilihan 

jalan. 

Sedangkan, saat pulang kembali ke kota A melalui jalan yang berbeda dari saat pergi, 

maka banyak jalan dari kota C ke kota B menjadi 7 pilihan jalan, dan banyak pilihan 

jalan dari kota B ke kota A ada sebanyak 5 pilihan jalan. Sehingga banyak pilihan jalan 

pulang dari kota C ke kota A melalui kota B ada sebanyak 7 × 5 = 35 pilihan jalan. 

Jadi, banyak cara memilih jalan yang dapat dilalui untuk pergi dan pulang ada sebanyak 

48 × 35 = 1680 pilihan jalan. 

 

 

 



 

 

3. Penyelesaian: 

Perhatikan bahwa hasil penjumlahan seluruh bilangan di papan adalah A, sehingga 

diperoleh  

𝐴 = 1 + 1 +⋯+ 1⏟        
𝑎𝑑𝑎 88 𝑠𝑢𝑘𝑢

+ 𝑎 + 𝑏 = 88 + 𝑎 + 𝑏 

Sedangkan, hasil perkalian semua bilangan di papan adalah A, sehingga diperoleh 

𝐴 = 1 × 1 × …× 1⏟        
𝑎𝑑𝑎 88 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

× 𝑎 × 𝑏 = 𝑎𝑏 

Perhatikan bahwa nilai dari hasil penjumlahan dan hasil perkalian bilangan-bilangan di 

papan adalah sama, sehingga diperoleh 

 
Perhatikan bahwa 89 adalah bilangan prima, sehingga factor 89 hanya 1 dan 89. 

Maka kita akan bagi kasus sebagai berikut: 

• Untuk (𝑎 − 1) − 1 ⇒ 𝑎 = 2 dan (𝑏 − 1) = 89 ⇒ 𝑏 = 90, sehingga diperoleh 

(𝑎, 𝑏) = (2,90). 

• Untuk (𝑎 − 1) = 89 ⇒ 𝑎 = 90 dan (𝑏 − 1) = 1 ⇒ 𝑏 = 2, sehingga diperoleh 

(𝑎, 𝑏) = (90,2) 

Jadi, nilai 𝐴 = 𝑎𝑏 = 2 × 90 = 180. 

 

4. Penyelesaian: 

Perhatikan, 

 
Jadi, diperoleh nilai 𝑎 = 105 dan 𝑏 = 109, sehingga nilai 𝑎 + 𝑏 = 105 + 109 = 214. 

 

5. Penyelesaian: 

Perhatikan, misal bilangan OSK yaitu bilangan 4 angka tersebut adalah 𝑎𝑏𝑐𝑑, maka 

diperoleh jumlah semua digitnya adalah 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8. 



 

 

Perhatikan juga bahwa bilangan OSK tersebut tidak dapat dimulai dengan angka 0, 

maka kita akan bagi kasus menjadi dua bagian, yaitu: 

• 𝑎 mungkin bernilai 0 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 

Maka dengan menggunakan kombinasi dengan perulangan diperoleh banyak 

pasangan (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) yang memenuhi adalah  11𝐶3 =
11!

8!⋅3!
= 165 

• 𝑎 bernilai 0 

𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8 

𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 

Maka dengan menggunakan kombinasi dengan perulangan diperoleh banyak 

pasangan (0, 𝑏, 𝑐, 𝑑) yang memenuhi adalah  10𝐶2 =
10!

8!⋅2!
= 45 

Dengan menggunakan prinsip inklusi-eksklusi maka diperoleh banyak pasangan 

(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) yang memenuhi adalah 165 – 45 = 120. 

 

6. Penyelesaian: 

perhatikan bentuk umum suku ke-𝑛 barisan geometri adalah 𝑈𝑛 = 𝑎𝑟
𝑛−1, sehingga 

diperoleh 

 
Ingat bahwa karena 𝑢1 > 𝑢2 sehingga 5 < 1. Jadi nilai 𝑟 yang memenuhi layer hanya 

𝑟 =
1

4
. 

Perhatikan sekali lagi karena 𝑎𝑟 = 8 ⇒ 𝑎 (
1

4
) = 8 

⇔ 𝑎 = 32    

Jadi, nilai 𝑢1 = 𝑎 = 32. 

 

7. Penyelesaian: 

Perhatikan, karena 𝐴𝐸 = 45 maka diperoleh  

𝐴𝐶 = 108 ⇒ 𝐴𝐸 + 𝐸𝐶 = 108 

                   ⇔ 45 + 𝐸𝐶 = 108 

      ⇔ 𝐸𝐶 = 63 



 

 

 
Perhatikan juga bahwa karena [𝐴𝐸𝐷] = [𝐵𝐸𝐶] dan ∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐵𝐸𝐶 = 𝛼, maka 

diperoleh 

 

Sehingga, karena 
𝐴𝐸

𝐵𝐸
=

𝐸𝐶

𝐸𝐷
 dan ∠𝐴𝐵𝐸 = ∠𝐷𝐸𝐶 = 𝛽, maka Δ𝐴𝐵𝐸 ∼ Δ𝐷𝐸𝐶, akibatnya 

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=
𝐴𝐵

𝐶𝐷
. 

Diperoleh, 

 
Jadi, Panjang 𝐶𝐷 adalah 70. 

 

8. Penyelesaian: 

Perhatikan bahwa 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 = 10𝑎 + 𝑏 + 10𝑏 + 𝑎 = 11𝑎 + 11𝑏 = 11(𝑎 + 𝑏). 

Perhatikan juga bahwa 66|11(𝑎 + 𝑏) ⇒ 6|(𝑎 + 𝑏). 

Karena 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 9, maka 2 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 18. Sehingga karena 6|(𝑎 + 𝑏), maka 

(𝑎 + 𝑏) = {6, 12, 18}. Sehingga, 

• Untuk 𝑎 + 𝑏 = 6, maka (𝑎, 𝑏) = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}. 

Ada 5 pasangan (𝑎, 𝑏) yang memenuhi untuk 𝑎 + 𝑏 = 6. 

• Untuk 𝑎 + 𝑏 = 12, maka (𝑎, 𝑏) = {(3,9), (4,8), (5,7), (6,6), (7,5), (8,4), (9,3)}. 

Ada 7 pasangan (𝑎, 𝑏) yang memenuhi untuk 𝑎 + 𝑏 = 12. 

• Untuk 𝑎 + 𝑏 = 18, maka (𝑎, 𝑏) = {(9,9)}. 

Hanya ada 1 pasangan (𝑎, 𝑏) yang memenuhi untuk 𝑎 + 𝑏 = 18. 

Jadi, total banyak pasangan (𝑎, 𝑏) yang memenuhi adalah 5 + 7 + 1 = 13. 

 

 

 



 

 

9. Penyelesaian: 

Perhatikan, karena 𝑘 adalah bilangan bulat positif terkecil kelipatan 2024, maka untuk 

𝑚 bilangan bulat positif 𝑘 = 2024𝑚. 

Perhatikan juga bahwa 2024 = 23 × 11 × 23, maka banyak factor bulat positif dari 

2024 adalah (3 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 4 ⋅ 2 ⋅ 2 = 16 faktor. 

Dan mengingat 𝑘 = 2024𝑚 = 23 × 11 × 23 × 𝑚 maka banyak factor bulat dari 𝑘 

tergantung dari nilai 𝑚. Untuk sederhananya akan kita bagi kasus menjadi 2 bagian 

sebagai berikut: 

• Untuk 𝑚 yang memiliki factor prima selain 2, 11, dan 23, maka banyak factor 

minimal dari 𝑚 adalah 2, saat 𝑚 = 𝑛1 dengan 𝑛 bilangan prima selain 2, 11, 

dan 23. 

Jadi, banyak factor bulat positif 𝑘 adalah 2 × 16 = 32, dan ini lebih dari 28, 

sehingga kasus ini tidak memenuhi. 

• Untuk 𝑚 yang memiliki factor prima hanya 2, 11 atau 23, maka untuk 𝑎, 𝑏, 𝑐 

bilangan bulat non negative diperoleh 𝑚 = 2𝑎 × 11𝑏 × 23𝑐, dan 𝑘 =

23+𝑎 × 111+𝑏 × 231+𝑐 sehingga banyak factor dari 𝑘 adalah (3 + 𝑎 + 1)(1 +

𝑏 + 1)(1 + 𝑐 + 1) = (4 + 𝑎)(2 + 𝑏)(2 + 𝑐). 

Dengan memandang 28 = 22 × 7 dan agar banyak factor 𝑘 sebanyak 28, maka 

mudah diperoleh bahwa agar (4 + 𝑎)(2 + 𝑏)(2 + 𝑐) = 28 = 2 × 2 × 7, maka 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (3,0,0). 

Jadi, 𝑘 = 26 × 11 × 23 = 16192 ≡ 92 (mod 100). 

Jadi, sisa hasil bagi 𝑘 oleh 100 adalah 92. 

 

10. Penyelesaian: 

Perhatikan, karena 𝑥2 + 𝑦2 = (
545

272
) 𝑥𝑦 sehingga diperoleh 

(𝑥 ± 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2 ± 2𝑥𝑦 ⇒ (𝑥 ± 𝑦)2 = (
545

272
) 𝑥𝑦 ± 2𝑥𝑦 

Maka  

(
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
)
2

=
(
545
272) 𝑥𝑦 + 2𝑥𝑦

(
545
272) 𝑥𝑦 − 2𝑥𝑦

=
(
545 + 544
272 ) 𝑥𝑦

(
545 − 544
272 ) 𝑥𝑦

= 1089 

Jadi, 
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
= √1089 = 33 

 

 

 

 

 



 

 

11. Penyelesaian:  

Perhatikan gambar berikut, 

 
Perhatikan 𝑇𝑉. Mudah dibuktikan bahwa ∠𝑉𝑇𝑌 = 90𝑜.  

Jadi, ∠𝑆𝑌𝑇 = ∠𝑃𝑇𝑉. Oleh karena itu, Δ𝑆𝑌𝑇 ∼ Δ𝑃𝑇𝑉. 

Misal sisi segienam beraturan adalah 𝑎, maka 𝑇𝑉 = 𝑎√3. 

Akibatnya, 

 
Mudah dibuktikan juga bahwa jika 𝑂 adalah titik pusat segienam beraturan, maka 

Δ𝑈𝑇𝑉 ≅ Δ𝑂𝑇𝑉 dan karena 𝑇𝑂 = 𝑂𝑊, maka [𝑇𝑂𝑉] = [𝑂𝑉𝑇] = [𝑇𝑈𝑉]. 

Mudah juga dibuktikan bahwa luas segienam beraturan adalah 6 kali luas 𝑇𝑈𝑉. 

Jadi, [𝑇𝑈𝑉𝑊𝑋𝑌] = 6 × [𝑇𝑈𝑉] = 6 × 49 = 294. 

 

12. Penyelesaian: 

Perhatikan himpunan bagian 𝐴 berbentuk {𝑥𝑚𝑖𝑛, … , 𝑥𝑚𝑎𝑥} dengan 𝑥𝑚𝑎𝑥 + 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 59 

yang dapat dibagi kasus menjadi: 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 24 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 35, sehingga {24,35} ⊆ 𝐴 ⊆ {24,… ,35} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {25,26,… ,34} yaitu sebanyak 210. 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 25 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 34, sehingga {25,34} ⊆ 𝐴 ⊆ {25,… ,34} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {26,27,… ,33} yaitu sebanyak 28. 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 26 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 33, sehingga {26,33} ⊆ 𝐴 ⊆ {26,… ,33} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {27,28,… ,32} yaitu sebanyak 26. 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 27 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 32, sehingga {27,32} ⊆ 𝐴 ⊆ {27,… ,32} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {28,29,30,31} yaitu sebanyak 24. 



 

 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 28 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 31, sehingga {28,31} ⊆ 𝐴 ⊆ {28,… ,31} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {29,30} yaitu sebanyak 22. 

• Untuk 𝑥𝑚𝑖𝑛 = 29 dan 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 30, sehingga {29,30} ⊆ 𝐴 ⊆ {29,30} 

Banyak himpunan bagian 𝐴 untuk kasus ini sama dengan banyak himpunan 

bagian dari himpunan {} yaitu sebanyak 20. 

Jadi, banyak total himpunan bagian 𝐴 yang memenuhi dari semua kasus tersebut adalah 

sebanyak 210 + 28 + 26 + 24 + 22 + 20 = 1024 + 256 + 64 + 16 + 4 + 1 = 1365. 

 

13. Penyelesaian: 

Perhatikan untuk setiap bilangan ganjil, maka factor ganjil terbesar adalah bilangan itu 

sendiri, sehingga 𝑓(2𝑛 − 1) = 2𝑛 − 1. Dan untuk setiap bilangan genap 2𝑛, maka 

factor ganjil terbesar dari 2𝑛 akan sama dengan bilangan factor ganjil terbesar dari 𝑛, 

sehingga 𝑓(2𝑛) = 𝑓(𝑛). 

Perhatikan 

 
Sehingga,  

 
Perhatikan, jika 𝑛 adalah bilangan ganjil, maka 𝑓(𝑛) = 𝑛, sedangkan apabila 𝑛 adalah 

bilangan genap maka, 1 ≤ 𝑓(𝑛) ≤
𝑛

2
. Sehingga, 𝑛2 < 𝑝(𝑛) ≤ 𝑛2 + 𝑛. 

Mudah diperiksa bahwa 𝑛 = 90 memenuhi karena 𝑝(90) = 𝑓(90) + 902 = 45 +

8100 = 8145. 

Jadi, bilangan 𝑛 yang memenuhi adalah 90. 

 

14. Penyelesaian: 

Perhatikan suku banyak 𝑃(𝑥) = 𝑥3 + 𝐷𝑥2 + 𝐸𝑥 + 1, jika 𝑎, 𝑏, 𝑐 adalah akar-akar 

𝑃(𝑥) = 0 maka dari teorema Vieta diperoleh 

• 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −𝐷 

• 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝐸 

• 𝑎𝑏𝑐 = −1 

Perhatikan juga bahwa 𝑃(−1) = 4, sehingga 

𝑃(−1) = 4 ⇒ −1 + 𝐷 − 𝐸 + 1 = 4 



 

 

  ⇔ 𝐷 − 𝐸 = 4 

Ingat juga bahwa 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) − (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)(𝑎 +

𝑏 + 𝑐) + 3𝑎𝑏𝑐 

Sedangkan, dari (𝑎2 − 𝑏𝑐)(𝑏2 − 𝑐𝑎)(𝑐2 − 𝑎𝑏) = 40 diperoleh 

 

 
Perhatikan rumus berikut 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3 − 3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) + 3𝑎𝑏𝑐 = −𝐷3 + 3𝐷𝐸 − 3 

Maka 

𝑎3𝑏3 + 𝑎3𝑐3 + 𝑏3𝑐3

= (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)3 − 3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)(𝑎2𝑏𝑐 + 𝑎𝑏2𝑐 + 𝑎𝑏𝑐2) + 3(𝑎𝑏𝑐)2 

Maka 

𝑎3𝑏3 + 𝑎3𝑐3 + 𝑏3𝑐3 = (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)3 − 3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 3(𝑎𝑏𝑐)2 

Jadi, 𝑎3𝑏3 + 𝑎3𝑐3 + 𝑏3𝑐3 = 𝐸3 − 3𝐷𝐸 + 3 

 

Maka kita lanjutkan lagi perhitungannya 



 

 

 
Jadi,  

(𝐷 + 𝐸)2 = (𝐷 − 𝐸 + 2𝐸)2 = (4 + 2𝐸)2 = 4(𝐸2 + 4𝐸 + 4) = 4 × (−2 + 4) = 4 × 2 = 8. 

 

15. Penyelesaian: 

Perhatikan, didefinisikan 𝑓𝑘(𝑛) = banyak barisan 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 yang memenuhi soal 

dengan 𝑎1 = 𝑘 dan 𝑆𝑛 = 𝑓1(𝑛) + 𝑓2(𝑛) + 𝑓3(𝑛) + 𝑓4(𝑛). 

 
Sehingga, 

 
Karena 𝑆1 = 4 dan 𝑆2 = 13, maka 

 
 

 



 

 

16. Penyelesaian: 

Perhatikan gambar berikut. 

 
𝐷𝐸 adalah diameter lingkaran 𝜔. 𝐷𝐸 = 2𝑟. 

Akibatnya ∠𝐷𝐹𝐸 = 90𝑜, dan karena 𝐵𝐶 merupakan garis singgung lingkaran 𝜔, maka 

∠𝐺𝐷𝐸 = 90𝑜. Sehingga, Δ𝐸𝐹𝐷 ∼ Δ𝐷𝐹𝐺 ∼ Δ𝐸𝐷𝐺. 

Maka berlaku, 𝐷𝐸2 = 𝐸𝐹 × 𝐸𝐺 ⇒ 𝐷𝐸2 = 3 × 7 

    ⇔ 𝐷𝐸 = √21  

Sehingga, 𝐷𝐸 = 2𝑟 = √21 ⇒ 𝑟 =
√21

2
. 

 

Perhatikan juga dengan POP (Power of Point) diperoleh  

𝐺𝐷2 = 𝐺𝐹 × 𝐺𝐸 ⇒ 𝐺𝐷2 = 4 × 7  

    ⇔ 𝐺𝐷 = √28  

Perhatikan juga bahwa karena 𝐸𝐷 ⊥ 𝐵𝐶 dan 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶 maka 𝐸𝐷||𝐴𝐵, sehingga 

Δ𝐴𝐵𝐺 ∼ Δ𝐸𝐷𝐺, sehingga berlaku 

 

Sehingga, karena 𝐴𝐸 =
7

4
√3 =

𝑝

𝑟
√𝑞, maka diperoleh nilai 𝑝 = 7, 𝑞 = 3 dan 𝑟 = 4. 

Jadi, 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 7 + 3 + 4 = 14. 

 

17. Penyelesaian: 

Perhatikan bahwa karena 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 24 ⇒ 𝑏 + 𝑐 = 24 − 𝑎 dan dengan 

menggunakan ketaksamaan CS-Engel, diperoleh 
1

𝑏
+
1

𝑐
≥
(1+1)2

𝑏+𝑐
, sehingga 



 

 

3

4
=
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
≥
1

𝑎
+
(1 + 1)2

𝑏 + 𝑐
=
1

𝑎
+

4

24 − 𝑎
=
24 + 3𝑎

24𝑎 − 𝑎2
 

Sehinga diperoleh 
3

4
≥

24+3𝑎

24𝑎−𝑎2
, akibatnya 

 
Maka kesamaan CS-Engel akan diperoleh saat 𝑏 = 𝑐, sehingga 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (10 + 2√17, 7 − √17, 7 − √17) 

Atau  

(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (10 − 2√17, 7 + √17, 7 + √17) 

Sehingga nilai maksimal dari 
𝑎2+32

𝑎
 adalah 20. 

 

18. Penyelesaian: 

Perhatikan, untuk 0 ≤ 𝛿 < 1, maka untuk setiap 𝑥 bilangan real berlaku 𝑥 = ⌊𝑥⌋ +

𝛿 ⇔ ⌊𝑥⌋ = 𝑥 − 𝛿. 

Perhatikan juga misal 𝑓(𝑛) = ⌊
𝑛2

2024
⌋ =

𝑛2

2024
− 𝛿𝑛. 

Perhatikan juga bahwa nilai 𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛) seiring berjalannya nilai 𝑛 selalu naik, 

sehingga perhatikan apabila 𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛) > 1, maka nilai 𝑓(𝑛 + 1) dan 𝑓(𝑛) 

adalah dua nilai yang berbeda, sehingga kita akan mencoba menentukan nilai 𝑛 yang 

memenuhi 𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛) = 1 sebagai pembatasnya dengan (𝛿𝑛+1 − 𝛿𝑛) → 0, yaitu 

 
Jadi, akan kita bagi kasus menjadi 2 bagian, yaitu: 

• Untuk 1 ≤ 𝑛 ≤ 1012, maka nilai 𝑓(𝑛 + 1) dan 𝑓(𝑛) belum dapat dipastikan 

adalah dua nilai yang berbeda. Dan karena ⌊
10122

2024
⌋ = 506, maka jelas dari 1 ≤

𝑛 ≤ 1012 diperoleh 0 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 506. Sehingga ada 507 bilangan berbeda pada 

barisan tersebut. 



 

 

• Untuk 𝑛 > 1012, maka nilai 𝑓(𝑛 + 1) dan 𝑓(𝑛) adalah dua nilai yang berbeda. 

Agar terdapat 1000 bilangan berbeda pada barisan tersebut, maka haruslah ada 

1000 – 507 = 493 bilangan berbeda untuk 𝑛 > 1012. 

Jadi, dari dua kasus tersebut dapat diperoleh nilai 𝑛 yang memenuhi adalah 1012 + 493 

= 1505. 

 

19. Penyelesaian: 

Perhatikan, didefinisikan 𝐼𝑚(𝑓) sebagai himpunan semua bilangan 𝑥 ∈ {1,2,3,4,5} 

yang memiliki prapeta. 

• Kasus 1: |𝐼𝑚(𝑓)| = 1: 𝑓 merupakan fungsi konstan, maka ada dua solusi yaitu 

𝑓(𝑥) = 2 untuk setiap 𝑥 ∈ {1,2,3,4,5} dan 𝑓(𝑥) = 4 untuk setiap 𝑥 ∈

{1,2,3,4,5} 

• Kasus 2: |𝐼𝑚(𝑓)| = 2: 

- Subkasus 1: Jika 𝐼𝑚(𝑓) = 𝑎, 𝑏 dengan 𝑎 ∈ {2,4} dan 𝑏 ∈ {1,3,5}. 

WLOG 𝑎 = 2, 𝑏 = 1. 

Maka 𝑓(𝑓(𝑥)) = 2 untuk setiap 𝑥, maka 𝑓(1) = 𝑓(2) = 2. Lalu, nilai 

𝑓(3), 𝑓(4), 𝑓(5) bisa dipilih dari himpunan {1, 2}, dengan syarat 1 

memiliki prapeta. Maka ada 23 − 1 = 7 fungsi yang memenuhi. 

∴ Pada subkasus ini ada (2
1
)(3
1
)7 = 42 fungsi yang memenuhi. 

- Subkasus 2: Jika 𝐼𝑚(𝑓) = {2,4} 

Nilai 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4), 𝑓(5) dipilih dari {2,4} dengan syarat 2 dan 4 

memiliki prapeta. 

Maka ada 25 − 2 = 30 fungsi yang memenuhi. 

• Kasus 3: |𝐼𝑚(𝑓)| = 3: 

- Subkasus 1: Jika 𝐼𝑚(𝑓) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} dengan 𝑎 ∈ {2,4} dan 𝑏, 𝑐 ∈ {1,3,5}. 

WLOG 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝑐 = 3, karena 𝑓(𝑓(𝑥)) ∈ {2,4} dan 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼𝑚(𝑓) 

untuk setiap 𝑥, sehingga 𝑓(𝑓(𝑥)) = 2 untuk setiap 𝑥. Lalu, karena ada 𝑥 

sehingga 𝑓(𝑥) = 1 dan begitu juga untuk 𝑓(𝑥) = 2 dan 𝑓(𝑥) = 3, maka 

𝑓(1) = 𝑓(2) = 𝑓(3) = 2. Lalu, (𝑓(4), 𝑓(5)) = (1,3) atau (3,1). 

Maka dari itu, pada subkasus ini ada (2
1
)(3
2
)2 = 12 fungsi yang memenuhi. 

- Subkasus 2: Jika 𝐼𝑚(𝑓) = {2,4, 𝑐} dengan 𝑐 = {1,3,5}. 

WLOG 𝑐 = 1, maka 𝐼𝑚(𝑓) = {1,2,4}. Karena 𝑓(𝑓(𝑥)) ∈ {2,4}, maka 

𝑓(1) ∈ {2,4}. 

WLOG 𝑓(1) = 2, maka 𝑓(2) ∈ {2,4}. 

o Subsubkasus 1: 𝑓(2) = 2, lalu cek 𝑓(4) ∈ {1,2,4} 

Jika 𝑓(4) = 1, maka 𝑓(3) = 4 atau 𝑓(5) = 4, maka 𝑓(𝑓(3)) = 1 

atau 𝑓(𝑓(5)) = 1. Tidak memenuhi. 



 

 

Jika 𝑓(4) = 2, maka {𝑓(3), 𝑓(5)} = {1,4}, ada 2 fungsi yang 

memenuhi. 

Jika 𝑓(4) = 4, maka 𝑓(3), 𝑓(5) ∈ {1,2,4} dengan syarat 1 memiliki 

prapeta. Maka ada 32 − 22 = 5 fungsi yang memenuhi. 

Maka, ada 2 + 5 = 7 fungsi di subsubkasus 1. 

o Subsubkasus 2: 𝑓(2) = 4, maka 𝑓(3) = 1 atau 𝑓(5) = 1 sehingga 

ada 5 kemungkinan nilai (𝑓(3), 𝑓(5)) yaitu 

(2,1), (4,1), (1,2), (1,4) dan (1,1). Lalu 𝑓(4) dapat bernilai 2 atau 

4. 

Maka ada 5 × 2 = 10 fungsi yang memenuhi. 

Maka pada subkasus ini terdapat 3 × 2 × (10 + 7) = 102 fungsi yang 

memenuhi. 

• Kasus 4: |𝐼𝑚(𝑓)| = 4: 

Misalkan 𝐼𝑚(𝑓) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Misal 𝑐 bilangan yang tidak memiliki prapeta. 

Karena 𝑓(𝑓(𝑥)) ∈ {2,4}, jelas bahwa 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑) ∈ {2,4}. 

𝐼𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏), 𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑), 𝑓(𝑒)} ⊆ {2,4, 𝑓(𝑒)} 

Maka, |𝐼𝑚(𝑓)| ≤ 3. Kontradiksi, maka tidak ada fungsi 𝑓 yang memenuhi soal. 

• Kasus 5: |𝐼𝑚(𝑓)| = 5: 𝑓 merupakan fungsi bijektif, maka 𝑓(𝑓(𝑥)) juga 

merupakan fungsi bijektif dan tidak memenuhi soal. 

Jadi, total pemetaannya adalah 2 + 42 + 30 + 12 + 102 = 188. 

 

20. Penyelesaian: 

Perhatikan gambar berikut. 

 
Misalkan 𝐵𝐷 = 4, 𝐷𝐸 = 2, dan 𝐸𝐶 = 5. 

Perhatikan karena 𝐴𝐷 garis bagi ∠𝐵𝐴𝐸, maka 

𝐴𝐵

𝐵𝐷
=
𝐴𝐸

𝐸𝐷
⇒
𝐴𝐵

4
=
𝐴𝐸

2
⇒ 𝐴𝐵 = 2𝐴𝐸 

Jadi, misal 𝐴𝐸 = 𝑥, maka 𝐴𝐵 = 2𝑥. 

Perhatikan karena 𝐴𝐸 garis bagi ∠𝐷𝐴𝐶, maka 



 

 

𝐴𝐷

𝐷𝐸
=
𝐴𝐶

𝐶𝐸
⇒
𝐴𝐷

2
=
𝐴𝐶

5
⇒ 𝐴𝐷 =

2

5
𝐴𝐶 

Jadi, misal 𝐴𝐶 = 5𝑦, maka 𝐴𝐷 = 2𝑦. 

 

Dalil Stewart pada 𝐴𝐷 garis bagi ∠𝐵𝐴𝐸, berlaku 

 
Dalil Stewart pada 𝐴𝐸 garis bagi ∠𝐷𝐴𝐶, berlaku 

 
Substitusi 𝑥2 = 10𝑦2 − 10 pada 2𝑦2 = 𝑥2 − 4 menghasilkan 

 

Substitusi 𝑦2 =
7

4
 pada 𝑥2 = 10𝑦2 − 10 menghasilkan 

 

Sehingga diperoleh 𝑥2 =
30

4
⇒ 𝑥 =

√30

2
 dan 𝑦2 =

7

4
⇒ 𝑦 =

√7

2
. 

Maka 𝐴𝐸 = 𝑥 =
√30

2
 dan 𝐴𝐷 = 2𝑦 = √7 

Menggunakan POP dari titik 𝐷 diperoleh 

 
Menggunakan POP dari titik 𝐸 diperoleh 

 
Sehingga,  



 

 

𝐷𝐹

𝐸𝐺
=
4√7

2√30
=
2√28

2√30
=
√28

√30
= √

28

30
= √

14

15
 

Jadi, diperoleh 𝑝 = 14 dan 𝑞 = 15, maka nilai 𝑝 + 𝑞 = 14 + 15 = 29. 


