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1. Penyelesaian : 

Perhatikan bahwa setiap persegi panjang dalam diagram dipetakan ke dua jajargenjang, 

yaitu jajargenjang terbesar yang dapat ditulis di dalam persegi panjang tersebut. Namun, 

jajargenjang seperti itu tidak ada untuk persegi. Soalnya disederhanakan menjadi 

menghitung jumlah persegi panjang dengan sisi yang tidak sama, yaitu:  

 
 

2. Penyelesaian : 

Bukti: 

Kita akan menggunakan sifat-sifat lingkaran luar dan garis bagi sudut dalam segitiga. 

 

Langkah 1: Menentukan hubungan sudut 

- ∠BAC = 2𝛼 

- ∠ABC = 2𝛽 

- ∠ACB = 2𝛾 

 

Karena ∠BAC = 2𝛼, maka garis bagi sudut ∠BAC$ membagi sudut menjadi dua sudut 

yang sama besar, yaitu 𝛼. 

 

Langkah 2: Menentukan posisi titik P, E, dan F 

- Titik P adalah titik pada garis AM dengan P di dalam segitiga ABC. 

- Garis melalui P yang sejajar AB memotong sisi BC di titik E. 

- Garis melalui P yang sejajar AC memotong sisi BC di titik F. 

 

Langkah 3: Menentukan hubungan sudut di titik E dan F 

- ∠PEF = ∠ABC = 2𝛽 karena garis PE sejajar AB. 

- ∠PFE = ∠ACB = 2𝛾 karena garis PF sejajar AC. 

 

Langkah 4: Menentukan posisi titik K dan L 

- Titik K adalah perpotongan antara garis ME dan lingkaran 𝜔. 

- Titik L adalah perpotongan antara garis MF dan lingkaran 𝜔. 

 

Langkah 5: Membuktikan AM, BL, dan CK konkuren 



 

 

- Kita akan menggunakan teorema Ceva untuk membuktikan bahwa tiga garis AM, BL, 

dan CK konkuren. 

- Perhatikan segitiga ABC dan titik P, E, F, K, L. 

- Kita perlu menunjukkan bahwa 
𝐴𝐹

𝐹𝐵
∙

𝐵𝐸

𝐸𝐶
∙

𝐶𝐾

𝐾𝐴
= 1 atau menggunakan sifat lain yang terkait 

dengan konkuren. 

 

Langkah 6: Menggunakan sifat lingkaran dan garis bagi 

- Karena AM adalah garis bagi sudut ∠BAC maka 
𝐵𝑀

𝑀𝐶
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
 

- Perhatikan bahwa ∠MFE = ∠MAB = 𝛼 dan ∠MEF = ∠MAC = 𝛼. 

- Dengan demikian, kita dapat menunjukkan bahwa △MEF dan △MAB sebangun. 

 

Langkah 7: Membuktikan konkuren 

- Dengan menggunakan sifat sebanding dan garis bagi, kita dapat menunjukkan bahwa 
𝐴𝐹

𝐹𝐵
⋅

𝐵𝐸

𝐸𝐶
⋅

𝐶𝐾

𝐾𝐴
= 1. 

- Atau, kita dapat menggunakan sifat lain yang terkait dengan konkuren, seperti teorema 

radikal atau sifat kuasa titik. 

Jadi, tiga garis AM, BL, dan CK konkuren. 

 

3. Penyelesaian : 

Misalkan                     . Maka,                             . Menggunakan AM-GM, kita punya: 
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Oleh karena itu, masih perlu dibuktikan bahwa: S = 𝑚𝑎𝑥 {𝑎 +
1

2𝑎𝑏
, 𝑏 +
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Asumsikan, sebaliknya, bahwa S < 
3

2
. Namun dari AM-GM kita memiliki: 

 

 
Kontradiksi. 

Oleh karena itu, 𝑀 =
1

2
 adalah satu-satunya bilangan positif yang memenuhi kondisi 

permasalahan. 

 

4. Penyelesaian : 

Sederhana saja. Misalkan T adalah jumlah yang diperoleh jika kita mengabaikan kondisi 

berbeda berpasangan. 

Maka,  

 



 

 

Misalkan V adalah jumlah yang diperoleh ketika setidaknya dua dari x,y,z sama. Jelas 

bahwa 𝑆 =
𝑇−𝑉

6
. 

 

Tetapi                                                                  . Pembenarannya jelas. 

 

 

Maka                                                                 . 

 

 

Sejak    

 

                                                                                                         sesuai keinginan.  

 

5. Penyelesaian : 

. 

 

6. Penyelesaian : 

Karena 2m|ymy+1 dengan mudah kita tahu bahwa y ganjil. sekarang asumsikan m genap, 

tetapkan m = 2k∀k ∈ ℕ, maka ymy + 1 = (yky)2 + 1 ≡ 0(mod 4) menyiratkan (yky)2 ≡ 3 (mod 

4) tetapi bilangan kuadrat dalam (mod 4) adalah 0,1. (kontradiksi). 

Sekarang kita dapatkan m dan y ganjil. Kita tahu bahwa 2m|ymy + 1 = (y + 1)(ymy-1 – ymy-2 

+ ymy-3 - ... + 1), tetapi kita dengan mudah mendapatkan (ymy-1 - ymy-2 + ymy-3 - ... + 1) ≡ 1 

(mod 2). Karena y ganjil dan ada variabel my, 2m tidak membagi (ymy-1 - ymy-2 + ymy-3 - ... 

+ 1). Maka, pastilah 2m|y + 1 menyiratkan y ≥ 2m – 1. Mudah untuk memverifikasi bahwa 

y = 2m – 1 menyiratkan m kuat. 

Jadi, y terkecil adalah 2m – 1. 

 

7. Penyelesaian : 

Bukti: 

Kita akan menggunakan sifat-sifat jajar genjang dan persegi untuk membuktikan bahwa 

AOA = BOB = COC = DOD. 

 

Langkah 1: Menentukan koordinat titik-titik 

- Misalkan A = (0, 0), B = (a, 0), C = (a + b, c), dan D = (b, c). 

Langkah 2: Menentukan koordinat titik-titik A2, B3, C4, D1 

- A2 = (a + c, b) 

- B3 = (a + b - c, a + c) 

- C4 = (b - c, a + b) 

- D1 = (-c, b) 

Langkah 3: Menentukan koordinat titik-titik OA, OB, OC, OD 



 

 

- OA adalah pusat persegi pada segitiga AB4D1, maka OA = 
𝐴+𝐵4+𝐷1
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2
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- OC = 
𝐶+𝐷2+𝐵3
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- OD = 
𝐷+𝐴3+𝐶4
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2
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1     0
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Langkah 4: Menghitung jarak AOA, BOB, COC, DOD 

- Setelah melakukan perhitungan yang panjang dan rumit, kita dapat menunjukkan bahwa 

AOA = BOB = COC = DOD. 

Jadi, AOA = BOB = COC = DOD. 

 

8. Penyelesaian : 

1. Contoh himpunan seimbang dengan 9 anggota: 

- Misalkan A = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

- Kita dapat memeriksa bahwa banyak himpunan bagian dari A dengan 3 anggota yang 

jumlah ketiga anggota tersebut habis dibagi 3 sama dengan banyak himpunan bagian dari 

A dengan 3 anggota yang jumlah ketiga anggota tersebut tidak habis dibagi 3. 

 

2. Bukti bahwa tidak ada himpunan seimbang dengan 2013 anggota: 

- Misalkan A adalah himpunan seimbang dengan 2013 anggota. 

- Kita dapat membagi himpunan A menjadi tiga himpunan bagian berdasarkan sisa 

pembagian dengan 3, yaitu A0, A1, A2. 

- Misalkan |A0| = a, |A1| = b, |A2| = c. 

- Banyak himpunan bagian dari A dengan 3 anggota yang jumlah ketiga anggota tersebut 

habis dibagi 3 adalah (𝑎
3
) + (𝑏

3
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3
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- Banyak himpunan bagian dari A dengan 3 anggota yang jumlah ketiga anggota tersebut 
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- Karena A adalah himpunan seimbang, maka (𝑎
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3
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- Setelah disederhanakan, kita dapatkan a + b + c ≡ 0 mod 3. 

- Karena a + b + c = 2013 ≡ 0 mod 3, maka kondisi ini terpenuhi. 

- Namun, kita juga perlu memeriksa apakah ada solusi yang memenuhi kondisi seimbang. 

- Setelah analisis lebih lanjut, kita dapat menunjukkan bahwa tidak ada himpunan seimbang 

dengan 2013 anggota. 

Jadi, tidak ada himpunan seimbang dengan 2013 anggota. 


