JELAJAH NALAR

Analisa Isi Kepala Tanpa Suara

PEMBAHASAN
OSP MATEMATIKA SMA
TAHUN 2014
1. Jawaban :
y=f(x)
X
mt, =2
Jelas bahwa x, y # 0.
Jika @ >0 maka = =14 =1 sedangkan jika a < 0 maka L ]
lof a lof a

Maka 2y =2 jika y =1 dan x > 0 dan 2y = -2 jika y = —1 dan x <0.
Jadi, nilai y yang memenuhi adalah y =1 atau y = —1.
=~ Jadi, daerah hasil dari fungsi y = f(x) adalah {—1, 1}.
2. Jawaban :
Misalkan FPB(9n+ 9, 3n—3)=d
On+9=dpdan3n—3=dq

_dp-dq _ (9n+9)(3n-3)
da d

KPK(97+ 9, 37— 3) = dpgq

d|(3n—3) dan d|(9"+ 9)

Maka d(97+ 9) — (3n+ 3)(3n—3) =18

Tetapi untuk n > 1 didapat 37— 3 tidak habis dibagi 9.

Maka untuk n > 1, nilai d yang mungkin memenuhi adalah 1, 2, 3 atau 6.

9n+ 9 dan 37— 3 keduanya habis dibagi 2 dan 3. Maka keduanya habis dibagi 6.

Jadi, d = 6.

Jikan =1 maka KPK(9"+9, 31— 3) = KPK(18,0) = 0 = &2

O +9)(3n-3)
6

= Jadi, KPK(9n + 9, 3n — 3) =

KPK(9n+9, 3n—3) =

(97 +9)(31-3)
6
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3. Jawaban :
Misalkan panjang sisi persegi = x. Misalkan juga proyeksi P ke AB adalah E dan ke
AD adalah F dengan AE = a dan AF = b sehingga EB = x — a dan FD = x — b.

D C
x-b
F

A a E x-aB

A+ D2=9 v (D
a”{x—by=25 ........................ (D
b2+(x—-ay=:49 ........................ 3)

Pers (2) — (1) didapat

x%-16

b= = s (4)
Pers (3) — (1) didapat

x2-24
a = o T (5)

Misalkan [ABCD] = x*=y

_ 2 _ 2
o-16)" |, =407 _ g
4y 4y

y?— 74y + 928 = 0 sehingga (y — 16)(y —58) =0
Jika x = 4 didapat bahwa titik P akan terletak pada perpanjangan AB. Jadi, x*>= 58.
~Jadi, luas persegi ABCD adalah 58.
4. Jawaban :
Tn=(1)+(1+2)+(1+2+3)+...+(@)=1+3+6+...+(@).
Barisan T, adalah 1, 4, 10, 20, ---. Akan ditentukan rumus suku ke-n dari T+.
n| Ta | Di(n)=Ta—Ta1| D2(n) =Di(n) —Di(n—1) | D3(n)=D2(n) —Dx(n—1)
1 1

o Grandwest Residence Blok B1 No 11 @ 085210255328 % jelajahnalar.com

Kaliabang Tengah - Bekasi Utara




I\ JELAJAH NALAR

VAN

Analisa Isi Kepala Tanpa Suara

2| 4 3

3] 10 6 3
4| 20 10 4
51 35 15 5

Karena D3(n) konstan maka dapat diambil kesimpulan bahwa rumus T merupakan

polinomial pangkat 3. Misalkan T, = an? + bn? + cn + d.

n Ta Di(n) = Ty — Ta1 | D2(n) =Di(n) =Di(n— 1) | Ds(n) = D2(n) = D2(n — 1)
1 a+tb+ct+d
2 8a+4b+2c+d Ta+3b+c
3| 27at9b+3c+d 19a+5b+c 12a+2b
4 | 64at+16b+t4c+d 37a+7b+c 18a+2b 6a
5 | 125a+25b+5c+d 61a+9b+c 24a+2b 6a
Dari kedua tabel didapat bahwa :
BA =1  coeeeeeeermmmmmiiinneeeeeeenn. (1)
1284 2D =73 eeevrvrmmmminnnanaenn 2)
Ta+3b+C=73 coeeeermmrminnnnnns (3)
A+ DA CHd=1 cerrrrreeeeeeeeeennns (4)
Dari pers (1) didapat a = %
Dari pers (2) didapat b= =3
Dari pers (3) didapat ¢ ~ 3-7 (%) -3 G) - 1,;_67_9 =%
Dari pers (4) didapat d =1~ sTiT5= e =0
Maka rumus jumlah n suku pertama, T~ gn® A nt o Sn = M

Th+ xTh-1+ yTn—l = n

n(n+1)(n+2) + x(n—-1)n(n+1) + y(n-2)(n-1)n —n

6 6 6
m+1)n+2)+x(n—1)(n+1)+yn—-2)(n—-1)=6
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Berdasarkan koefisien n? didapat 1 +x +y =0
Berdasarkan koefisien n didapat 3+ 0 —3y =0
Berdasarkan konstanta didapat2 —x +2y =6
Didapat x=—2dany = 1.
=~ Jadi, nilai x — y adalah —3.
5. Jawaban :
Karena garis singgung persekutuan menyinggung lingkaran w: di B sedangkan BD

adalah diameter maka BD 1 BC.
[BCD] =§-BC-BD =%-3-2 =3
=~ Jadi, luas segitiga BDC adalah 3.

6. Jawaban :

Misalkan X = l602014J.

62014 = (=1)*4 (mod 7) = 1 (mod 7)
6%°14 =7k + 1 dengan k € N.

X _ 1602'7014J _ 162014 _7102014J _ l(7k+1)7102014—] _ k ) 102014 + 1102,70141

1

1 —_—
Karena 7= 0,142857 1) aka 2014 angka di belakang koma dari 7 berulang dengan

kala ulang 6.
2014=335-6+4

_ 602014 _ 102014 2014
X_l 7 J:l 7 J(mole )

102014—
==

J terdiri dari tepat 2014 angka.

Jumlah 2014 digit terakhir || =335 (1+4+2+8+5+7)+ (1 +4+2+8)

=9060.

602014

- Jadi, jumlah 2014 digit terakhir dari || adalah 9060.

7

7. Jawaban :
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Misalkan banyaknya siswa = n dan banyaknya email yang dikirimkan guru = x.
Banyaknya email yang diterima sama dengan banyaknya email yang dikirim.
~6+74+--1+2014=57"n+x>35n
27n + 12084 > 210n sehingga n < 66.
Karena 1980 =66 -5-6 <2014 <66 - 5 - 7= 2310 maka dibutuhkan waktu minimal
7 hari untuk menerima 2014 email.
=~ Jadi, banyaknya cuti yang dilakukan oleh guru tersebut sama dengan 0.
8. Jawaban :
2log (x> — 4x — 1) = m dengan m € Z.
(x—2)Y—-5=2m
(x-2)y=5+2m
Jika m < 0 maka ruas kanan merupakan pecahan. Tidak ada x bulat yang memenuhi.
Jika m = 0 maka (x — 2)> = 6. Tidak ada x bulat yang memenuhi.
Jadi, m > 0.
Alternatif:
e Jika m ganjil

Angka satuan 2™ berulang dengan periode 4. Jika m ganjil maka angka satuan

2™ adalah 2 atau 8 sehingga angka satuan 5 + 2™ adalah 7 atau 3 untuk m

ganjil. Bilangan kuadrat tidak mungkin memiliki angka satuan 3 atau 7

sehingga tidak mungkin ada x bulat yang memenubhi.

e Jika m genap

Misalkan m = 2n maka

(x—2) - (2" =5

x—2+2(x—2-2"=5

Karena x —2 + 2" >x — 2 — 2" maka ada 2 kasus

o Kasusl,x—2+2"=5danx—2—-2"=1
Maka didapat x —2 =3 dan 2" = 2 sehingga x =5 danm =2n =2
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o Kasus2,x—2+2"=—-1danx—-2—-2"=-5
Maka didapat x — 2 =—3 dan 2" = 2 sehingga x =—1 dan m =2n =2
Maka jumlah semua bilangan x yang memenuhi =5 — 1 = 4.
. Jadi, jumlah semua bilangan x yang memenuhi = 4.
9. Jawaban :

Misalkan akar-akar persamaan ax*+ bx + ¢ = 0 adalah p dan g dengan p > q.
b

p+q=—-dan pg==-

Karena0<p,qg<1maka(l1—p)(g—1)<0

p + q <pq + 1 dengan tanda kesamaan terjadi ketika p = 1.

Karena 0 < p, g <1 maka p*>+ ¢*><p + q dengan kesamaan terjadi ketika p, ¢ = 0

atau 1.

: s (zwg)(l_g) . | 2 4 o2
(2a-b)(a—-b) _ a a)_(2+p+q)A+p+q) _p +q°+2pq+3p+3q+2

ala-b+c)  (;_b,5) 1+p+q+pq T+p+q+pq
a’a

(2a—b)(a—-b) _ +p"+q"+p+q.< (p+q)+(pq+l)_?

a(la—b+c) l1+p+q+pq ~ 1+p+q+pqg

Dengan tanda kesamaan terjadi ketika p = 1 dan g = 0 atau 1.

-~ Jadi, nilai maksimum dari (a-b)(@-h) adalah 3.

a(a—b+c)
10. Jawaban :
n < 1000.
99..-9 111---1
X=9+99+999 + -+ + nangka = (10 + 100 + 1000 + -+ + 107) — n = n-angka- [0*+
1110 -n

Maka cukup dicari nilai n sehingga 1110 — n terdiri dari 3 buah angka 1. Ada 3
kasus:
e Kasus 1,jika 1110 —n=1101
Makan=9
e Kasus 2, jika 1110 —n=1011
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Maka n =99
e Kasus 3,jika 1110 —n=111
Maka n =999

~ Jadi, semua n < 1000 yang memenuhi adalah 9, 99 dan 999.
11.Jawaban :
Misalkan garis CE menyinggung lingkaran berdiameter 4D di titik F' dengan AE =

X.

AXE 1x B
Karena CE menyinggung lingkaran di F maka CF = CD =1 dan EF = AE = x.
Dengan menggunakan dalil pitagoras pada ABCE didapat

1

(1 +x)?=(1) >+ (1 —x)?2x=1-2x sehingga x ~ =.

1 1 1 3
[BCE) =5-EB-BC=5-(1-3)- () =3

=~ Jadi, luas segitiga BCE adalah Z

12.Jawaban :
Beri nomor kursi dari 1 sampai 8. Anggap kursi yang ditempati siswa 1 dari
kelompok 1 adalah kursi beromor 1 sebagai suatu acuan.
Ada 5 kemungkinan posisi duduk siswa 2 dari kelompok 1. Karena simetris,
banyaknya susunan ketika siswa 2 tersebut duduk di kursi 3 sama dengan banyaknya
susunan ketika siswa 2 tersebut duduk di kursi 7. Banyaknya susunan ketika siswa
2 tersebut duduk di kursi 4 sama dengan banyaknya susunan ketika siswa 2 tersebut

duduk di kursi 6. Maka ada 3 kasus :

e Kasus 1, jika siswa 2 kelompok 1 duduk di kursi nomor 3
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Banyaknya kemungkinan kelompok belajar duduk di kursi nomor 2 ada 3.
Misalkan kelompok belajar yang duduk di kursi 2 adalah kelompok x.
Posisi duduk siswa 2 dari kelompok x ada 5. Karena simetris, banyaknya
susunan ketika siswa 2 tersebut duduk di kursi 4 sama dengan banyaknya
susunan ketika siswa 2 tersebut duduk di kursi 8. Banyaknya susunan ketika
siswa 2 tersebut duduk di kursi 5 sama dengan banyaknya susunan ketika
siswa 2 tersebut duduk di kursi 7. Maka ada 3 subkasus :

o Sub kasus 1, jika siswa 2 kelompok x duduk di kursi nomor 4.
Maka 2 pasang siswa dari 2 kelompok lain akan duduk pada 4 kursi
sejajar. Ada 2 cara memilih kelompok yang akan duduk di kursi 5.
Pasangannya harus duduk di kursi 7. Sisa kursi akan diisi pasangan
kelompok terakhir. Setiap pasang siswa dari kelompok belajar selain
kelompok 1 dapat saling tukar posisi sehingga hitungan semula harus
dikali 2°. Banyaknya susunan =2 . 2% = 16.

o Sub kasus 2, jika siswa 2 kelompok x duduk di kursi nomor 5.
2 pasang siswa akan duduk pada 4 kursi yang terbagi dua : 1 kursi dan
3 kursi sejajar. Banyaknya cara memilih kelompok yang duduk di
kursi 4 ada 2. Kursi lain harus  menyesuaikan.
Banyaknya susunan =2 . 2° = 16.

o Sub kasus 3, jika siswa 2 kelompok x duduk di kursi nomor 6.
4 kursi tersisa terbagi jadi 2 bagian, masing-masing 2 kursi. Masing-
masing 2 cara memilih kelompok yang akan duduk pada kursi 4 dan
7. Banyaknya susunan =2 - 2 - 23 = 32,

Banyaknya susunan=3-(2-16+2 - 16 + 32) = 288.
e Kasus 2, jika siswa 2 kelompok 1 duduk di kursi nomor 4
Banyaknya cara memilih kelompok yang duduk di kursi 2 dan3 =3 -2 =6.

Sepasang siswa dari sekolah lain akan duduk di kursi nomor 5 sampai 8.
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Banyak cara ada 3, yaitu duduk di kursi nomor (5,7), (5,8) atau (6,8).
Banyaknya cara pengisian dua kursi tersisa adalah 2 - 1 = 2. Banyaknya
susunan=6 -3 - 2 - 23 = 288.

e Kasus 3, jika siswa 2 kelompok 1 duduk di kursi nomor 5
Sepasang siswa kelompok 1 membagi 6 kursi tersisa menjadi dua bagian
sama. Ada 2 kasus :

o Sub kasus 1, ada sepasang siswa duduk di kursi 2 dan 4
Banyaknya cara memilih kelompok = 3. Banyaknya cara memilih
kelompok duduk di kursi nomor 3 ada 2. Tempat duduk lain
menyesuaikan. Banyaknya cara menyusun =3 - 2 - 23 =48,

o Sub kasus 2, tidak ada sepasang siswa duduk di kursi 2 sampai 4
Banyaknya cara memilih kelompok di kursi 2 sampai 4 =3 - 2 = 6.
Banyaknya cara memilih kelompok di kursi 6 sampai 8§ =3 - 2 = 6.
Banyaknya cara menyusun =6 - 6 - 23 = 288,

Banyaknya susunan = 48 + 288 = 336.

Maka, banyaknya seluruh susunan =2 - 288 + 2 - 288 + 336 = 1488
=~ Jadi, banyaknya cara adalah 1488.

13.Jawaban :
Andaikan terdapat 3 kartu dengan angka yang berbeda. Misalkan saja ketiga kartu
tersebut adalah a, b dan c. Misalkan juga ketiga kartu yang lain adalah x, y dan z.
Karena jumlah setiap 3 kartu hanya menghasilkan 2 kemungkinan yaitu 16 atau 18
maka 2 di antara x + y + a, x + y + b dan x + y + ¢ harus ada yang sama. Tetapi
karena a, b dan ¢ berbeda maka ketiga bilangan tersebut harus berbeda. Kontradiksi.
Jadi, hanya ada 2 jenis angka dari 6 kartu tersebut.
Karena hanya ada 2 jenis angka, maka akan ada 3 kartu dengan jenis angka yang

sama. Karena 3 membagi 18 dan 3 tidak membagi 16, maka salah satu jenis kartu
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tersebut adalah 6. Karena 16 = 6 + 6 + 4 maka jenis kartu satu lagi adalah kartu
dengan angka 4.
Lebih lanjut, misalkan ada 2 kartu dengan angka 4 maka 4 + 4 + 6 = 14 haruslah
salah satu penjumlahan yang muncul. Kontradiksi. Maka kartu dengan angka 4
hanya ada 1. Maka keenam kartu tersebut adalah kartu dengan angka 6, 6, 6, 6, 6
dan 4.
=~ Jadi, bilangan terkecil yang terdapat pada kartu adalah 4.
14.Jawaban :
a dan b adalah bilangan real positif dengan t adalah bilangan real.
2a*—3abt + b*>=2a*+ abt — b*=0
Dari ruas kiri dan tengah didapat
4abt = 2b?
Karena b # 0 maka b = 2at
Dari ruas tengah dan kanan didapat
2a’+ at(2at) — (2at)*>= 0 Karena a # 0 maka t*>= 1 sehingga t = £1
Tetapi jika t = —1 maka b = —2a yang tidak mungkin memenuhi a dan b keduanya
real positif.
~ Jadi, nilai t adalah 1.
15.Jawaban :

n < 1000.

Jika angka satuan n bukan 9 maka S(n) < S(n + 1). Tidak mungkin 552)1) bulat. Jadi,

s(
angka satuan n harus 9.
e Sub kasus 1, jika angka puluhan n adalah 9.

Jelas n = 999 memenuhi.

Agar k;iig =1 +% € Z maka k + 1 membagi 17. Nilai k < 10 yang

memenuhi hanya k = 0.

Jadi, bilangan yang memenuhi adalah 99.
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e Sub kasus 2, jika angka puluhan n bukan 9.

Misalkan angka ratusan adalah k dan angka puluhan adalah m.

s(n) _ k+m+9 _ 8
s(n+1) k+m+1 k+m+1

Maka k + m + 1 membagi 8. Pasangan (k,m) yang memenuhi adalah (0,0),
(0,1), (1,0, (0,3), (1,2), (2,1), (3,0), (0,7), (1,6), (2,5), (3.4), (4,3), (5,2), (6,1)
dan (7,0).

Bilangan yang memenuhi adalah 9, 19, 109, 39, 129, 219, 309, 79, 169, 259,
349, 439, 529, 619 dan 709 yang banyaknya ada 15.

s(n)
s(n+1)

=~ Jadi, banyaknya bilangan asli n < 1000 yang memenuhi € Z adalah 17.

16.Jawaban :
b2 =~ (a+c)?

a?+c?-b? _ 4a%+4c?-(a+c)® _ 3a?+3c?-2ac

2ac 8ac 8ac

Dengan ketaksamaan AM-GM didapat

cos 2ZABC =

3a%2+3c%-2ac _ 6ac—-2ac

cos 2ZABC = > = %

8ac 8ac

Karena €05 <48¢ = % maka ZABC < 60°
~ Jadi, ukuran terbesar ZABC adalah 60°.

17.Jawaban :
Berdasarkan teorema Morley akan didapat bahwa AXYZ adalah segitiga sama sisi.
Berikut adalah pembuktian teorema Morley.
Misalkan £ZAB = £YAZ = £CAY = a dan £ABZ = £ZBX = £XBC = } maka
LACY =2£YCX =2£XCB=60°—a—
£LAYC =180° — (o) — (60° — . — B) = B + 120° dan £BXC = 180° — (B) — (60° — a. —
B) = o+ 120° Buat titik D, E dan F pada AB sehingga 2ADZ =90°, LAZE = £BZF
= 60°.
Maka £ZEF = 60° + a sedangkan £ZFE = 60° + 3 sehingga £EZF = 60° —a — [
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sin 30 = sin (20 + 0) = sin 0 cos 20 + 2 sin 0 cos?0 = sin 0 (cos 20 + 1 + cos 20)
sin 30 =2 sin 0 (cos 20 + cos 60°) =4 sin 6 (cos (0 + 30°) cos (0 — 30°)

sin 30 = 4 sin 0 sin (90° + 6 + 30°) sin (90° + 6 — 30°)

sin 30 =4 sin 0 sin (6 + 120°) sin (0 + 60°)

BC CcX

Pada ABCX berlaku sin-Bxc ~ sin-xac sehingga sin(a + 120°) =

BC -sin 8
cX

Pada AZED didapat sinzZED = sin(a + 600) = %
Misalkan jarak C ke AB adalah # maka

4-AC-BC'DZ-sina-sinf

h=AC sin 3a =4AC sin a sin(a + 60°) sin(a + 120°) =

CX ‘EZ
Dengan jalan lain.
AC = cY . . AC'sina
Pada AACY berlaku sin-avc ~ sinvac sehingga sin(8 + 1200) = —

Pada AZED didapat sinZZFD = sin(f + 60°) = %

4-AC-BC-DZ-sina-sinf3
CY ‘FZ

h = BC sin 38 = 4BC sin 8 sin(B + 60°) sin(B + 1200) =

Dari dua persamaan tersebut didapat CX - EZ =CY - FZ

= = ~ serta £YCX = £EZF = 60° — a. — B sehingga ACYX = AEZF.

Maka £CYX = £ZEF = 60° + a

Dengan cara yang sama didapat ZAYZ = 60° + 2ZBCX = 60° + (60° — a — ) = 120°
—a—B2£XYZ=360°—2£CYX — 2£AYC — £AYZ =360°— (60° + o) — (120° + B) —
(120° — o — B) = 60°.

~ Jadi, besar sudut XYZ adalah 60°.
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18.Jawaban :
a+ﬁ+y=%dengan0<a,ﬁ,y<g.
Jelas bahwa a, b, ¢ > 1.

tan(B + y) = tan G — a)

tan f+tany _ 1-tana

1-tanf-tany  l+tana

b+c _a-1

e, (1)

bc—-1 - a+1

Karena simetri, tanpa mengurangi keumuman misalkan a > f§ > y.
3a = a+,8+y=% sehinggaazg
%=tana2tan(£) = 2—\/§>i
Maka 1 <a <4
e Kasusl,jkaa=3
4b+c)=2(bc—1)
(b—2)(c—2)=5
Pasangan bilangan bulat positif (b, ¢) yang memenuhi adalah (3,7).
Maka tripel bilangan bulat positif (a, b, ¢) yang memenuhi adalah (3,3,7) dan
permutasinya yang ada sebanyak 3.
o Kasus 2, jika a =2.
3(b+c)=(bc—1)
(b—3)(c—3)=10
Pasangan bilangan bulat positif (b, ¢) yang memenuhi adalah (4,13) dan (5,8)
Maka tripel bilangan bulat positif (a, b, ¢) yang memenuhi adalah (2,5,8) dan
(2,4,13) beserta permutasinya yang masing-masing ada sebanyak 6.
Maka banyaknya tripel bilangan bulat positif (a, b, ¢) yang memenuhi =2 - 6 +3 =
15.
~ Jadi, banyaknya tripel bilangan bulat positif (a, b, ¢) yang memenuhi adalah 185.
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19.Jawaban :
a? + b? + ¢? adalah bilangan ganjil dengana<b <c¢
Karena a, b dan ¢ ganjil maka a® + b*> + ¢? = 3 (mod 8)
Di antara 1111, 3333, 5555, 7777 dan 9999 yang bersisa 3 jika dibagi 8 hanya 5555.
(b-2)?+ (b)> + (b + 2)> = 5555
3b%?=15555-8=5547b=443
~ Jadi, semua tripel bilangan ganjil berurutan (a,b,c) yang memenuhi adalah
(41,43,45) dan (—45,-43,-41).

20.Jawaban :
Misalkan angka 1 menyatakan langkah ke kanan, angka 2 menyatakan langkah ke
atas, angka 3 menyatakan langkah ke kiri dan angka 4 menyatakan langkah ke
bawah. Langkah terpendek dari (0,0) ke (3,2) hanya membutuhkan 5 langkah. Agar
dibutuhkan 9 langkah maka partikel harus bergerak ke kiri 2 langkah atau ke bawah
2 langkah atau ke kiri dan ke bawah.
Maka ada 3 kasus :

o Partikel bergerak ke kiri 2 langkah
Karena melangkah ke kiri 2 langkah maka harus ada tambahan langkah ke

kanan sebanyak 2 langkah. Persoalan setara dengan banyaknya susunan

gl

111112233. Banyaknya susunan = sz = 756,
o Partikel bergerak ke bawah 2 langkah
Karena melangkah ke bawah 2 langkah maka harus ada tambahan langkah ke

atas sebanyak 2 langkah. Persoalan setara dengan banyaknya susunan

gl

111222244. Banyaknya susunan = a1z = 1260.

o Partikel bergerak ke kiri 1 langkah dan ke bawah 1 langkah
Karena melangkah ke kiri 1 langkah dan ke bawah 1 langkah maka harus ada
tambahan langkah ke kanan 1 langkah dan ke atas sebanyak 1 langkah.

Persoalan setara dengan banyaknya susunan 111122234,
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Banyaknya susunan = 4?—; =2520.

Banyaknya cara partikel melangkah = 756 + 1260 + 2520 = 4536.
Jadi, cara partikel melangkah adalah 4536.
21.Jawaban :

Karena a, b dan c¢ positif maka a*+ b®, b>+ ¢3 dan ¢ + a® tidak ada yang bernilai 0.

X = ab (a2+b2) 1+ be (b2+c2) 1t ca (c2+a2) n a*+p* n b*+c* n ct+at

a3+b3 b3+c3 c3+ad a3+b3  b3+c®  c3+ad

a*+a3b+ab3+b*  b*+b3c+bc3+c* | c*+c3a+cad+at

X= a3+b3 p3+4c3 c3+a3
_ (a+b)(@3+b%) | (b+o)(03+c®) | (c+a)(cB+ad) _ B
X = a3+b3 T b3+c3 + 3+a3 =(a+b)+b+c)+(c+a)=2

2 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4
. Jadi, nilai dari ab(“ +b)+bc(b +C)+ca(c +a)+a+b 4 bitet | cta

a3+b3 b3+c3 c3+a3 a3+b3 = b3+c3  c3+a3
sama dengan 2.
22.Jawaban :
Misalkan £ZABC = 8 dan £ZACB =y sehingga 2ZBAC = 180°— (S + y).
Alternatif 1:

Maka 2XAK = 2YAL = % dan 2KXB = 2/BXM = g

sedangkan £LYC = £CYN = g

2PYQ = 2AXK + 2KXM- 900 = (900 - (3”)) +(8) - 90° = £

2

C N

5[

Misalkan jari-jari lingkaran berpusat di X = Rx dan jari-jari lingkaran berpusat di Y
= Ry.
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= ool = AK + KB = R, (cot (5F) + tan (£))

asiny - sin (g) * COS (g) =R, sin(f +y)- (cos (g) cos (g) + sin (g) sin (@))

2
asin y-cos(g) _a sin(’z—/)-cos(g)

2cos(ﬁ+y)-cos(y) - cos(ﬁﬂ/)

2 2 2

R, =

Dengan cara yang sama didapat

Ry o cos(@)
@ _ Rx-tan(g) _ sin(g)-cos(g)-tan(g)' _1
CN Ry-tan(y) sin(ﬁ)'cos(z)'ta“(y)

2 2 2 2

Karena MB = CN maka proyeksi titik tengah XY (titik D) terhadap BC (titik H)
akan berada di tengah-tengah BC. Jadi, BH = HC.

Karena H adalah pertengahan BC maka ABDC adalah segitiga sama kaki.
Misalkan 2CBD = £BCD = 6.

(XY, e (B . (B 4 . (B+y
DH R.r + Ry sin (7) * COS (7) sin (7) * COS (?) sm( 7 ) [)7 +y
AH-  a B+y\ B+y\ b’+y=‘m(2 )

COS( ;. ) COS( 2 ) COS( 2 )

ZCBD = £BCD = ’{% sehingga «BDC = 180° - (§ + y). Maka ABCD adalah segiempat talibusur
ZADC = 180° — § dan ~DAC = <CBD =X
AC _sinZADC _ sinf
CD sinZCBD (g + z)

tanf =

2
ZADE = 2BCD - 2PYQ = (2X) - (£X) = g dan DAE = «BCD =2*
E_ sin ZADE B sinf§ ) ) )
DE ~sin 2DAE (B ; y')
AC EA
Alternatif 2:
Karena £ZEAY = £YAC maka AD adalah garis bagi ACAE.
AC EA
CD DE

Alternatif 1.2.a:
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Karena garis BD, AC dan EG melalui 1 titik maka sesuai dalil Ceva didapat
BG CD EA

GC DE AR~}
BG AB DE AB

GC  EA CD  AC
BG GC

AB ~ AC

Alternatif 1.2.b:

_EF
sin £CFG sin(B+a)

Pada AEAF berlaku " 4

ang setara dengan
n<2AFE sin ZEAF yang g

DE EF DE EF
Pada ADEF berlaku — = — yang setara dengan — = — .
sin 2DFE sin LEDF sin 2BFG sin(B+a)
: sin2BFG _ DE
Maka didapat — =—
sin £CFG EA
BG BF BF
Pada ABFG berlaku — = — = —
sin ZBFG sin ZBGF sin £CGF
CF

Pada ACFG berlaku — o _ - .
sin £CFG sin £CGF

Dengan memperhatikan AABF = ACDF maka

BG _ BFsinZBFG _ AB DE _ AB
GC  CFsinZCFG _ CD EA _ AC
BG _ GC

AB  AC

sin£ZBAG __ sin £GAC

sinZAGB  sinZAGC

sinZBAG = sinZGAC
Karena ZBAG + £2GAC # 180° maka 2ZBAG = 2GAC.
=~ Jadi, terbukti bahwa AG adalah garis bagi ZBAC.

23.Jawaban :
Karena setiap 50 himpunan bagian mempunyai lebih dari 100 anggota maka sesuai
Pigeon Hole Principle akan ada 1 himpunan bagian dengan sedikitnya 3 anggota.
Misalkan himpunan bagian ini adalah Ax. Bagi 101 himpunan bagian ke dalam 3
kelompok : Kelompok I terdiri dari 50 himpunan bagian, kelompok II terdiri dari 50
himpunan bagian dan kelompok III adalah As.
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Karena setiap 50 himpunan bagian mempunyai lebih dari 100 anggota sedangkan X
hanya memiliki 102 anggota, maka paling banyak hanya 1 anggota X yang tidak
menjadi anggota gabungan himpunan bagian di kelompok I dan juga paling banyak
hanya 1 anggota X yang tidak menjadi anggota gabungan himpunan bagian di
kelompok II.
Karena Ax mempunyai sedikitnya 3 anggota maka akan ada 1 anggota A yang
menjadi anggota salah satu himpunan bagian di kelompok I (misalkan Ay) dan juga
menjadi anggota salah satu himpunan bagian di kelompok II (misalkan A;).
Maka irisan setiap dua himpunan bagian di antara Ax, Ay dan A tidak akan kosong.
=~ Jadi, terbukti bahwa terdapat 1 <i <; <k <101 sedemikian sehingga 4; N A4;, A;
N Ak, dan 4; N Ar semuanya tidak kosong.

24.Jawaban :
Misalkan pusat lingkaran o ada di G. Karena lingkaran ® menyinggung lingkaran I

di A dengan AF adalah diameter lingkaran I' maka G akan terletak pada garis AF.

Karena AF diameter maka ZAEF = 90°.

Misalkan £GAN = x. Karena N terletak pada lingkaran ® maka ZGNA = x.
Karena lingkaran ® menyinggung BC maka 2GND = 90° sehingga ZAND = 90° —
x dan ZNAD = x. Karena ZNAD = 2ZFAE = x dan ZADN = £ZAEF = 90° maka

AADN = AAEF.
AN _ AF
AD  AE
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ANxAE = ADxAF

Karena AF diameter lingkaran I' maka ZACF = 90° sedangkan ZADB = 90°. Karena
menghadap talibusur yang sama maka ZABD = 2AFC.

Jadi, AABD = AAFC.

AD _ AC
AB  AF

ADxAF = ABxAC

-~ Jadi, terbukti bahwa ANxAE = ADxAF = ABxAC.
25.Jawaban :

ai=2dan a;=28

An+2 = 3QAn+1 — An + 5(—1)"

An+2 = An+1 — An + 2an+1 + 5(—1)n

Karena a, = 8 dan a>> a; maka ax € N untuk setiap k € N.

An+2 = 3an+1 — an + 5(—1)n

(M)
+
@

Persamaan karakteristiknya adalah y?— 3y + 1 = 0 yang dipenuhi oleh y12 =~ "2
A- (D)2 =3A- )P = A (=D + (=D
A=-3A-A+1

1
A5

. C(3+2\/§)” +D (3—\6)” +(=1)"

2

Dengan mengambil a;=2 dan a>= 8 didapat C =1 dan D = 1 sehingga rumus suku

ke-n adalah
= ()" + (29 + oy

Misalkan p™ = (#)ndan q" = (

=5

Am + Qam =pm + qn+ pimp™ +q" + g'm

Karena 2m genap dan 3m ganjil maka
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2 2 3 3
Aom + azm PTG+ p g™

am +asm _ _pT+qM4ptM gt
azm+asm P+ +p3M+qim

m m m
am+asm _ m , m , PP -wa*) ™ -(pq®)  -(p?*a) -a>"-(p3q)
Sm I = pM oy g™ 4
azm + azm p2M+q*M+p3M+q3m

Karena pg = 1 maka

m+qm_me_qm_qu_pm_q3m_p2m

Am+Asm _ _m m p
+ =p + q + 2M 4 g2M 4 p3M 4 g3M
dzm T a3zm 14 q 14 q

=pm™+q™—1=a,eN

=~ Jadi, terbukti bahwa untuk m bilangan ganjil maka Am F Qam merupakan bilangan

Azm T A3m

bulat.
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